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Applications des DL

Exercice 1 : Calculer les limites en 0 des fonctions suivantes

2
()_sinx—shx ()_sinx—shx ln(cosx)+w i _14+In(1+x)—e”
f) = sh x?2 GV = x3 h(x) = (sin x)* i0a = 1—cosx
. X3 3 x3 3 . X3 3 x3 3
. smx=x—?+0(x ) ; shx=x+?+0(x ); DonCsmx—shx=—2?+0(x )=—?+ o(x?)
3 3
Donc sinx—shx~—%et shx? =x%+ o(x?) = shx?~x? doncf(x)~—3x7~—§
Il vient lim fx)=0
sinx—sh x 1 . __1
. smx—shx~—— Donc — ~—§et}(1_r)r(1)g(x)—

4

In(cos x) =ln<1—§+x;+o(x4)>. OrlIn(1 +x) =x—x2—2+o(x2). Donc 1n(1—§+x;+0(x4)> = —§+XT4—%+

x?  x* x3 x*
o(x") =—+—+0(x*); shx=x+—+0(x%) doncsh®(x) = x>+ + o(x*)
In( )+sh2(x) X2+x4+ ( 4)+x2+x4 7x4+ . In( )+sh2(x) 7x*
= —-— _ —_— —_— = =
n(cosx > >t g tolx >t 24 o(x*®) n(cos x > E7s

N ~ e
(sinx)*~x* donc h(x) 24=>}C1£% h(x) ”

2 2 2 2
1n(1+x)=x—x?+o(x2);ex=1+x+%;1+1n(1+x)—ex=1+x—%—1—x—%+o(x2)=—x2+o(x2)

Donc 1+ In(1 + x) — e* ~ — x?
x? x? x?
cosx = 1—7+0(x2) =1-cosx =7+0(x2) = 1—cosx~7

2
Il vient i(x)~ — = ~ — 2 Donc limi(x) = =2
. P g

Exercice 2 : Etude locale d’'une courbe

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

1+eX

1. Donnerun DL al'ordre 3 en 0 de f
2. En déduire que la courbe représentative de f admet une tangente au point d’abscisse 0 dont on précisera
'équation.
3. Prouver que la courbe traverse la tangente en 0. Un tel point est appelé point d’inflexion
2 3
1. Nous avons au voisinage de 0, ﬁ =1—-x4+x2+x3+o(x3ete*=1+x +x7+ %—i— o(x?)
1 1 1 1 1
= = — %
Ter™ T+1+x+% + +0(x3) 2+x+ + +o(x3) 2 1+2+% + +0(x3)
2 6 2 6 2 2
1 _11 x+x2+x3 _+_x+x2+x32 x+x2+x33+ )
T+er 2 Y AV Y 27y T1z) TV
1 _11xx2 x3 x2+x3 x3+ s 11 + +(3)_ x X +(3)
T+er 2| 2 4 12 ;g o) =5 O T2 Ty T e OV
2. Lafonction admet un DL a I'ordre 1 en 0, donc f est dérivable en 0 et admet une tangente. L'unicité du DL
Nous donne f(0) =§ ;f1(0) = —% ;
L’équation de la tangente est donc y = %— T
3 3
3. f(x)—- G - z) = Z—B + o(x?); Z—B change de signe au voisinage de 0. Nous en déduisons que la tangente traverse

la courbe en x = 0. Nous avons bien un point d’inflexion.




Exercice 3 : Etude locale d’'une courbe

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = o

4. Donnerun DL al'ordre 3en 0de f

5. En déduire que la courbe représentative de f admet une tangente au point d’abscisse 0 dont on précisera
I'équation.

6. Prouver que la courbe traverse la tangente en 0. Un tel point est appelé point d’inflexion

2 3
4. Nous avons au voisinage de 0, ﬁ =1—-x4+x2+x3+o(x3ete*=1+x +x7+ %—i— o(x?)

1 1 1 1 1
e = — %
Ter™ T+1+x+% + +0(x3) 2+x+% + +o(x3) 2 1424 X + +0(x3)
7 6 A 6 2 12
1 _11 x+x2+XB +x+x2+x32 x+x2+x33+(3)
1+e* 2 2742 T 12)T\ 2T T 12 2 12) To¥
! —11 x_x x3+x2+x3 x3+ 3 —11 + + | = + + (x®)
Tt 2| 2 7 2t T g tox)| =3 O N=o7 3T ™ O

5. Lafonction admet un DL a l'ordre 1 en 0, donc f est dérivable en 0 et admet une tangente L’unicité du DL
1 ’ 1
Nous donne f(0) == ; f'(0) = —+;
L’équation de la tangente est donc y = —E ;

N | =

3 3
6. f(x)— G - f) = Z—B + o(x?); Z—B change de signe au voisinage de 0. Nous en déduisons que la tangente traverse
la courbe en x = 0. Nous avons bien un point d’inflexion.

Exercice 4 : Etude locale d’'une courbe

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = In(x? + 2x + 2). Donner I'équation de la tangente a la courbe représentative de
f au point d’abscisse 0. Etudier la position relative de la courbe et de la tangente en ce point.

Remarquons que x? + 2x + 2 = 1 + (x + 1)?; f est donc bien définie sur R.
2

x x?

flx) = ln(x2+2x+2)=ln[2(7+x+1]=ln2+1n<1+x+7>
_ x2 | x8 3 x2\ x2 1 x2\3 2
Noussavonsqueln(1+x)—x—7+?+o(x)Doncln(1+x+?)—x+7——(x+—) +§(x+?) + o(x?)

x?\ x> 1,01 1 N 1, .

1n(1+x+7> —x+7—zx o +§x + o(x )—x—gx + o(x?)
1 1

f(x) = In2 +x +§x2 —€x3 + o(x®)

f admet un DL a l'ordre 1 en 0 donc f est dérivable en 0.L’unicité du DL nous donne f(0) = In2;f'(0) =1;

L’équation de la tangente est y = x + In2

fx)—(x+mn2) = —%x3 + 0(x3). Donc dans un voisinage de 0 nous avons f(x) — (x + [n2) ~ —%x3 ce qui induit

fx)—(x+In2)=0pourx <0etf(x)— (x+In2) <0pourx=0.

La courbe de la fonction est donc au dessus de la tangente pour x < 0 et en dessous pour x = 0, le tout dans un voisinage

de 0.




Exercice 5 : Branches infinies

A l'aide de développements limités, déterminer les asymptotes éventuelles et la position relative par rapport aux
asymptotes de la courbe représentative de la fonction f définie sur | — oco; —1[U [1; +oo[ par

fx)=vVx2+1+Vx2 -1

Nousavonsf(x)=\/x2+1+\/x2—1=\/xz(1+xiz)+\/x2 1—— |x|[J 1+ 1—12)]
LeDLenOdev1+x=1+§x—%x2+o(x2);Vl—x—l——x——x +o(x?);

1 1 1 1 1
(1+5) =1+~ ga+ oG N e e R dcOR
1 1
DonceniooJ(1+x_2)+J(1_x_2)_2__+0(

Donc en +o nous avons f(x) = x [2 - i +o0 (%)] =2x — i + o(%) ; [Ivient lim f(x) —2x =0 ; La courbe admet une

asymptote: La droite d’équation y = 2x. —4— < 0;Doncla courbe est située en dessous de cette asymptote.

En —oo nous avons f(x) = —x [2 - i +o0 (i)] =-2x+_5+o(3 3) Il vient lim f(x) + 2x = 0 ; La courbe admet une

asymptote: La droite d’équation y = —2x < 0; Donc Ia courbe est située en dessous de cette asymptote.

Exercice 6 : Branches infinies

.. P . . . g e +1
Prouver que au voisinage de + la courbe représentative de la fonction suivante définie sur R* : x — X admet une
1+ex

aymptote dont on déterminera I'’équation

Nous avons au voisinage de +o

1+ —2+ to2t s donc =(1+ ! = 40 1
ex o () [ =+ e T = T E L Le)]
Or——=1-x+x2+x3+0(x%
1+x
(1+x) _(1+x) 1 1 _1 1 X 1 1 _1 X 1 1
f@ =21 mtmto(g)| =P i-mro(F)]=i-nti-ito(D)=1+i-5+()
Nousavonsf(x)—;—%z—i+o(§)

Donc xl_L;r+n00 flx)— g - i = 0 ; Nous en déduisons que la droite d’équation y = §+ % est une asymptote pour la courbe en
too.

flx) — g — i =—-— + o ( ) donc en +o la courbe de la fonction est en dessous de I'asymptote,

Par contre en —co Ia courbe de la fonction est au dessus de 'asymptote.




Exercice 7 : Branches infinies

.. P . . . sp e +1
Prouver que au voisinage de +oo la courbe représentative de la fonction suivante définie sur R* : x — X admet une

1+ex

aymptote dont on déterminera I'équation

Nous avons au voisinage de +oo
1 1 1 1 1 (14x) 1
1+ex=2+—+—+o(—);doncf(x)=(1+x)* = *
= O R (e

Orﬁ=1—x+x2+x3+o(x3)

f(x)z(l';_x)[l_i_L_FL_Fo(i)] =w[1_i+o(i)]=l_i+£_1+o(%)=i+£_i+o(l)

2x 4x2 4x2 x2 2 2x x2 2 4x 2 P ’ 2 py .
1 1 1
Nous avons f(x) —>—-=——+o0 (_)
2 4 4x x

Donc xl_L;r+n00 flx)— g - i = 0 ; Nous en déduisons que la droite d’équation y = §+ % est une asymptote pour la courbe en
too,

flx)— g - i = —ﬁ +o G) donc en +o la courbe de la fonction est en dessous de I'asymptote,

Par contre en —oo la courbe de la fonction est au dessus de I'asymptote.

Exercice 8 : Régularité

Soient a, b réels et f la fonction définie sur R par :
In(1+x)—x |
fFO) =% six>0
ax+b six <0
Pour quelles valeurs de a et de b la fonction est-elle continue en 0 ?

Pour quelles valeurs de a et de b la fonction est-elle dérivable en 0 ?
Pour quelles valeurs de a et de b la fonction est-elle C* sur R ?

wnN =

1. Nous remarquons que la fonction est parfaitement continue sur R*.
Que se passe-t-ilen 0?
Nous avons pour x > 0 et au voisinage de 0

3
XX 3
2+3+o(x) 1

In(1 + x) =x—x2—2+x3—3+o(x3) ; Donc f(x) = = —%+§+o(x); Donc lirggrf(x) =—=

x2 2
f(0) = b ; Donc f continue en 0 ssi b = —%
2. Nous remarquons que la fonction est parfaitement dérivable sur R*.
Bien entendu pour parler de dérivablité, la fonction doit étre continue, donc b = —%
Que se passe-t-ilen 07?
_ f(x)—f(0)
lim———=a
x—-0" X
@-F(0) _ ~3*5to®-(p _ 1
En 0* nous avons . — = 23 " 2 =s+o();
Donc lir&w = % ; La fonction est dérivable ssi le nombre dérivé a gauche et égal au nombre dérivé a droite
X—
donc ssia = §
En résuné f dérivable sur R ssi b = —% eta= %

3. Pour que la dérivée soit continue il faut d’abord qu’elle existe. Nous avons donc a = %et b=-1

2
Calculons f'

Pour x < 0 f'(x) = a = =; Cette fonction est continue sur R*~

1
3
Et nous avons liTgl_f’(x) = % = f'(0)
1

Pour x> 0 f’(x) . [m—l]xz—Zx[ln(lﬂc)—x]

= % [(%) x% = 2xIn(1 + x) + 2x? ]

x4-

, 1[-x° ) 1 1 2 2
f'(x) = 1+x—2xln(1 +x) + 2x?%| = _;>x<1_|_x_x_31n(1.|_x)_|_F
Cette fonction est continue sur R** ; De plus :

1

—=1—x+ 2+ 2
T x+ x4+ o0(x*)




x%  x3
Inl1+x)=x——+ —+o0(x?

2 3

2 3

Doncf’(x)=—%(1—x+x2+o(x2))—xz—3(x—%+%+o(x3)>+x2—2
) = ——t1—x+ SRS G
f x)——% - X O(X)—; 73 o(1) =2
f’(x)=+§+o(1)

Donc lirgzj’(x) = § = f'(0) ; Nous avons bien la continuité de f’ sur R
X—>

Exercice 9 : développement asymptotique de suites implicites

Montrer que I'équation tan x = x possede une solution unique x,, dans ]nrt —g ;NI +§ [
Quelle relation lie x,, et arctanx,, ?
Montrer que x,, = nm + g +0(1)

Puis que x,, = nn+g—i+;+o(1)

nmw = 2n?m n?

Considérons la fonction ¢, définie sur ]nn —g ;T + g [ par ¢, (x) = tanx — x

pn est dérivable et ¢,/ (x) = ———-1=1+ tan’x — 1 = tan’x
Nous avons donc ¢,'(x) > 0 sauf en nr. Cela suffit pour dire que ¢,, est strictement croissante sur
]nn—g ;nn+g[.

lim @, (x) =lim ¢, (nw — x)

x—>n7‘r—7 x—>2
Org,(nt —x) =tan(nt —x) — (hr —x) = % — (nm—x)

( ) sin(nm) cos x — sin xcos (ni) ( ) (=D sinx ( ) . )

nmw—x) = —(mm—x)=—"————-(m—x)=—tanx — (nm — x
Pn cos(nm) cos x + sin(nm) sinx (—D"cosx (
IIvient lim ¢,(x) =lim[-tanx — (nm — x)] = —o0
x—ﬂ’lﬂf—; x—»;
lim _¢,(x) =lim ¢, (nT + x)

x—>nn+% x—%
Or p,(nt+ x) =tan(nwt + x) — (nw + x) = % — (nm + x)

(w7 + %) sin(nm) cos x + sin xcos(nm) (7 + %) (—1)"sinx (i +x) =t N

nmw+ x) = —(mr+x)=—————(m+x)=tanx — (nr+ x
Pn cos(nm) cos x — sin(nm) sinx (—1)"cosx ( )

IIvient lim ¢,(x) =lim[tanx — (n7 + x)] = 4+

— — ——
X n71:+2 X 2

@, étant continue sur ]nrt ~Zinm+ E[ ;0€] lim _@,(x); lim_¢@,(x)[
2 2 z x—»nn+%

X-oNmM——
2
Le TVI appliqué aux fontions strictement monotones nous permet d’affirmer que 3! x,, € ]nn —% ;NI + % [ tel que
on(x,) =0 © tanx, = x,

La fonction arctan  est une bijection de R dans ]—% S+ [

tan arctanx, = x, = tanx, ; arctan x,, et x,, ayant la méme tangente, nous pouvons écrire x,, = prr + arctanx,,
Avec p entier.

Or nous savons que x,, € ]nrt —g ;nm + g [ ©pm + arctan x,, € ]nn —g ;N + g [4:»

7 T
& arctan x, E](Tl—p)”_i ;(n—p)ﬂ+§[

" T
o (n_p)n—5<arctanxn < (n—p)ﬂ+§

arctan x,, étant dans l'intervalle ]—g ; +§ [ nous avons p = n

Il vient x,, = nm + arctan x,,
1
Lemme : Prouvons que Vx € R** arctan x + arctan — =§

Ly . fp s 1
Considérons la fonction ¢ définie sur R** par ¢(x) = arctanx + arctan ~

' 1 101 1 1 x? . .
= = % =
par ¢'(x) = —— — > 1+(l)2 2 2%z = 0 Donc lafonction ¢ est constante.
X.




(1) = arctan 1 + arctan = =~ + % =
(p = arctan arcan1—4 4—2

Donc Vx € R*" ¢(x) = g & arctanx + arctan% =§

Nous savons que pourn =1 ; x, >0
1
Donc x,, = nm + arctan x,, = nm + g - Arctanx— (*)
n

. L1 . 1
NoussavonsquexnE]nn—%;nn+%[=> lim x, =4+ = lim —=0= lim Arctan—=20

n—+oo n—-+oo Xn n—+oo Xn

Car la fonction Arctan est continue en 0.
Nous avons donc bien x, = nz +~+ o(1)

Retrouvons le DL de arctan

3
ﬁ =1-—x%+x*+ o(x*) ce qui en le primitivant donne Arctan x = x — x? + o(x?)

Nous avons donc en 0 : Arctan x ~x

1
De (x) nous sortons x, — nm —~ = —Arctan —
n

1
En +o0 nous avons x,, — nm — §~ -=
s T " 1 1 1 1
Ornn—;an SN+ S —m < —<—. Or en +o0 nous avons T~

nmw+s T Xp nw—3 nw+s >

=X, = nn+%—$+o(%)

1 1 T 1
Donc —~—=x, —nr——-~——
Xn N 2 nm

Il est possible d’aller plus loin :
Ecrivons x,, = nm + = + ¢, avec lim ¢, = 0
2 n—-+oo
s
Nous avons x, = nw + arctanx, = nm + -+ &, = nm + arctan( x, )
2
1
=&, = arctan( x, ) — g = —Arctanx— ;

n

Nous avons x,, = nm + % +0(1)

1 1 1 1 1 1

Donc ¢, = — Arctan ——— = —Arctan ——— = —Arctan————— = —Arctan —(1 ——+—=+4o0l= )
n nn+§+o(1) n(ﬂ:+%+o(%)) nﬂ:(1+ﬁ+o(%)) nmw 2n  4n? (nz)
1 1 1
&, = —Arctan T 2mm + o0 (F)
_ 1 1 1
n = _E+ 2n2n+ 0 (ﬁ)

Donc

T m 1 1 1
xnznn+5+£n=xn=nn+———+ +0<—)




Exercice 10 : développement asymptotique de suites implicites

On considere pour chaque entier n € N, I'équation x + Inx = n

1. Démontrer que cette équation admet une unique solution x,, dans ]0 ; +oo[
2. Démontrer que la suite (x,),en €St strictement croissante
3. Démontrer que lir+n X, = +00
n—-4+oo
4. Démontrer que x,~n en +o
5. Démontrer que x, = n— Inn + o(Inn)
6. Démontrer que x, = n — Inn + I"T" + o(mT")
1. Soit ¢ la fonction définie sur |0 ; +oo[ par ¢(x) = x + Inx
p'(x)=1 +§ ; Donc ¢' strictement positive sur R** = ¢’ strictement croissante.
lim @ (x) = —o0 ; et p(x) =x(1 +m—x) = lim ¢(x) =+
x—-0t x x—+00
@ est continue sur R**,n € ] lirgl+ o(x); lirp (p(x)[ ; nous en déduisons d’apres le TVI appliqué aux fonctions
xX—> X—>+ 00
strictement montones que 3 ! x, €]0; +o[ tel que ¢(x,) =n
2. Nous avons ¢(x,) =netp(x,) =n+1
La fonction ¢ est strictement croissante sur [x,,; X411
Donc x,,; > x, . (En effet si nous avions x,,; < x, nous aurions ¢ (x,41) < ¢ (x,) © n+ 1 < n ce qui serait
problématique ....)
Vn x,41 > X, donc (x, ),y €St strictement croissante
3. Supposons (x,),eny Majorée. Nous aurions (x,),ey CcOnvergente vers [ € R. En effet (x,,) ey est strictement
croissante.
@ étant continue sur R** nous aurions lir+n o0 = @( “T X)) = @)
n—-+oo n—-+oo
Or lirp () = lirp n = 4+o0o Nous sommes donc arrivés a une contradiction.
n—-+oo n—-+oo
(xn)nen N'eSt pas najorée et strictement croissante. Nous en déduisons lir+n X, = +00
n—->+o0o
_ Inxn\ _ n _ lnﬁ .
4. xn+lnxn—n:xn(1+ xﬂ)—n:xﬂ—l—i- paat
Nous savons que lir+n x, = +o et que Xlir+n MTX = 0 (croissance comparée)
n—-+oo -+
Nous en déduisons lim 22 =0= lim &+ =1= x,~nen +
n-+o0w Xn n—+oo Xn
5. xp~ndoncx, =n+o(n) =7 =1+0(1);Posons > = 1+a, (+)avec lim a, =0
n—-+o
Nousavonan+lnxn=n=>%”+m%= 1=>x7”= 1—”%
Donc a, = — 22 : Nous avons Inx, — Inn = In (x—") =In(1+4+a,); lima,=0= lim In(1+a,)=0
n n n—-+oo n—-+oo
Donc lnx, —Inn = 0(1) = o(lnn) donc Inx,~Inn
Il vient a,~—" = @, =~ + o (1)
an n an - n O( n
> n _ —1_nn inn
Revenons a (*) " =1+4+aqa,=1 — +o( n)
Doncx, =n—Inn+o(lnn)
6. Nousavons x, +Ilnx,=n=x,—Inn+Inx, =n—Inn=x, +lnx7n =n-—Inn

Xp = n—lnn—lnxf(**)
tw_ g _ln  (nn
Orxn—n—lnn+o(lnn)=>7—1 n+0(n)

Donc en remplacant x;" dans (xx) il vient :

Xy = n—lnn—ln(l—an+o(lnTn>);Onaln(1—x) =—-x+o(x)
Inn Inn Inn Inn

DOHCln(l—T+O(T))= —T+O(T>

. 1 1 1 1
Il vient donc x,, = n—lnn—[—%m(“")] =>xn=n_1nn+%+o(%)

n




