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Détermination d’une application linéaire

Soit E un K — ev. Soit (e;);¢; une base de E.
Soit i € I. L’application qui a tout x de E associe sa i —ieme coordonnée est appelée la i —ieme forme
coordonnée de E et est notée e; (x).

Par définition nous avons donc si x € E, x = Y e/ (x) g

Définition

Soit dans R3 muni d'une base (e;, e,, e;) le vecteur x = e; — 2e, + 3es.
Exemple | Nous avons e;(x) = 1; e;(x) = —2; e;(x) = +3; Nous avons donc bien
x =ej(x)e; +e;(x)e; +e3(x)e;

Propriété | Les fornes coordonnées sont des formes linéaires, c’est-a-dire des applications linéaires de E dans K.

Preuve

Soient x et y deux vecteurs de E.x = Y, x; e, €ty = Y vi e

V(A p) €K Ax + puy = AXier xi € + p Xier Vi€ = Xier(Ax; + pyy) e
Donc Vi € I,e; (Ax + puy) = Ax; + uy; = e (x) + pe; (y) donc e; est linéaire.

Soient E et F deux K — ev. Soit (e;);e; une base de E. Soit (g;);c; une famille de F.

Alors Il existe une seule application linéaire f telle que Vi € I, f(e;) = g;.

En d’autres termes une application linéaire est entierement déterminée par les valeurs qu’elle prend sur une
base d’espace vectoriel.

Théoréeme

Preuve

E->F

Il en existe une. Soit f: {x S Y el () g
iel i i

}. Nous savons que les e/ sont linéaires donc f aussi.

o . e/(ej) =0pourj +i
Soitj € 1. f(ej) = Yicr € (ej) gi = gj car {efgej; 1 pour j = i}'
Nous avons donc trouvé l'oiseau rare. Peut il en exister plus d’'une ?
Soient f et g deux applications telles que Vi € I, f(e;) = g(e;) = g;-
Nous avons Vi € [, (f — g)(e;) = 0.
Soitx €E.(f —g)(x) =(f —9)Cicrei (x) e) = Diecr e/ (x) (f —g)(e;) = 0. Donc f — g est I'application identiquement
nulle. Donc f = g.

Définition | Deux espaces vectoriels sont dits isomorphes ssi il existe un isomorphisme de I'un vers l'autre.

Soit E = R?un Rev. Soit F=Cun R ev.
E->F
C,y) »x+iy

isomorphes.

Exemple | Soit (p:{ } @ est linéaire et injective (le vérifier). ¢ est donc un isomorphisme. E et F sont

Théoréme | Deux espaces vectoriels de méme dimension finie sont isomorphes.

Preuve

Soient E et F deux K — ev de dimension finie.

Soit B = (e;);¢; Une base de E.

Soit B’ = (f;);¢; une base de F.

Nous avons vu d’aprés le théoreme précédent qu'il existe une seule application linéaire f telle que Vi € I, f(e;) = f;.
dim(Im(f)) = dim(Vect(f;)ie;) = dim(B’) = dim(F). Donc Im(f) sev de F est égal a F. f est donc surjective.
dim(E) = dim (F) donc d’aprés une propriété vue précédemment f bijective= f isomorphisme.

Nous en déduisons que E et F sont isomorphes.

Soient E et F deux K — ev de méme dimension finie. Soit f une application linéaire de E dans F alors :

Proprieté f inversible a gauche & f inversible a droite < f bijective.

Preuve

Soit f inversible & gauche. 3¢ € L(F,E) telle que ¢ o f = Idj.

Soit x € Kerf. ¢ o f(x) = ¢(0z) = 0g. Mais ¢ o f(x) = x donc x = 0. ll vient Kerf = {0z} = f injective = f bijective (car
dimensions finies) } = f surjective.

Soit f inversible a droite. 3¢ € L(F,E) telle que f o ¢ = Id;.

Soity e F.y = f o ¢@(y).Donc y € Imf.ll vient f surjective = f bijective (car dimensions finies) } = f injective.

Et bien entendu si f bijective alors f surjective et injective.

Soient E et F deux K — ev. Soient E; et E, deux sev de E en somme directe. C’est-a-dire E = E; @ E,
Propriété | Soient f; € Z(E,,F) et f, € Z(E,,F). Alors il existe une seule application linéaire f qui coincide avec f; sur E;
et avec f, sur E),.

Preuve




Construisons I'application f-{ E~F }
PP x> i) + fole)f

x; et x, étant les vecteurs résultant de la décomposition de x dans E; et E,.

Soient (4, u) € K% et (x,y) € E?

fQx+ wy) = f(AQq +x2) + p(1 +2)) = f(Axy + pys + Ax, + uy,) = fi(Axg + pyr) + (A%, + wy,)
= Afi1(x1) + 0] + ulfi(y1) + 2201 = Af () + uf (¥)

f est donc bien linéaire.

Supposons qu’une autre application linéaire g coincide aussi avec f; sur E; et avec f, sur E,.

Alors Vx € E g(x) = g(x1 + x3) = g(x1) + g(x2) = f1(x1) + f2(x2) = f(x)

f est donc bien I'unique application a vérifier ces propriétés.




