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Déterminant
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C—C+ aCj} avec i # j et « € K ne modifient par la

1. Les opérations élémentaires suivantes : {

valeur d’'un déterminant.
Théoréme
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2. Les opérations élémentaires suivantes : { }avec a € K multiplient le déterminant par a

3. Les opérations élémentaires suivantes : { } multiplient le déterminant par —1.

Preuve

Soit A € M,,(K). Nous rappelons ici que |A| = detg(cy, ...c;;) OU :
B représente la base canonique de K" et ¢y, ... ¢, désignent les vecteurs de matrices colonne : C;, C,, ... C, colonnes de A.

1. detg(cqy, o CiyonCp) = detB(cl, - €+ acj, ... cn) aveci#jetaekK

En effet dety est une forme n —linéaire alternée.

Or detB(cl, o€+ ag, .. cn) est le déterminant de la matrice constituée a partir de A en remplacant C; par C; + aC;.
2. detg(cy, ...ac;, ...cy) = adetg(cy, ... Cj, ...C) avec a € K

En effet dety est une forme n —linéaire alternée.

Or detg(cy, ... ac;, ... c,) est le déterminant de la matrice constituée a partir de A en remplacant C; par a(;
3. detB(cl, ewes Ciy wees Cj cn) = —detB(cl, ey Cjy vy Ciy ...cn) aveci#jeta€eK

En effet dety est une forme n —linéaire alternée.

Or detB(cl, weer €y ey Ciy oo Cn) est le déterminant de la matrice constituée a partir de A en inversant C; et C;

Le fait que le déterminant soit insensible a la transposition nous donne le théoréme avec les mémes propriétés sur les
lignes.

Soient A une matrice de M, (K).

Soientietjdeuxentiersavecl <i<netl<j<n

Définitions e On appelle mineur de A de position (i, j) le déterminant de la matrice obtenue en supprimant de 4 la
i —iéme ligne et la j —iéme colonne. Il est noté 4; ;(A)

e On appelle cofacteur de A de position (i, j) le nombre (—1)*/4; ;(A)

-1 2 4
. 3 -1 2 3 -1 2
Exemple | Soit4 = ( 2 3 —1) ;A11(4) = |2 p |; A:1,(4) = |1 5|7 d23(A) = | 1 2|
1 2 5

Soient A une matrice de M, (K). 4 = ((a;;))1=i=n - Soient i et j deux entiersavec 1 <i<netl1<j<n
1

<jsn

e Développement du déterminant selon une ligne.
n
Al = > (~ 1)y Ay (4)
k=1
e Développement du déterminant selon une colonne.

n
Al = > (~1)**ay ;4 (4)
k=1

Théoréme

Avant la preuve, permettons nous un petit exemple. Reprenons les données de I'exemple précédent.
Développons ce déterminant selon la premiére ligne.

Exemple 1A] = (=1D)*1(=1) B —51| (=122 i —51| +(=1)*1 x4 s

Al = —=(15+2) = 2(10 + 1) + 4(4 — 3)
|Al = =17 —22+4 =—-39 + 4 = —35

2 3
1 2

Preuve

Posons A = ((a;;))1<isn €t (ey, ...e,,) une base de K". Nous avons |4| =

1<jsn

al'l e al'n ‘

Ani - Qun

Nous allons montrer le développement selon une colonne.
n

A1 = ) (1) ay,; 41, (A)

k=1

aj
Nous savons que |A| = detB(cl, e Gy ene Cn) ou ¢; est le vecteur dont la matrice colonne dans K" est < )

an_]-
Nous pouvons donc écrire ¢; = Yj-; Ay €.




Il vient |A| = detg(cy, e Cj, wCn) = detg(cy, o TRy Ay j ek, wCn) = 2Ry ay jdetg(cy, ..., €y, .. Cp) (*)

A1 o Ajmr 00 A e Qg
Ag-11 - OAg-pj-1 0 Gg_gj41 - Qg-1p
detg(cy, ey Cy) =| Q1 o Qi1 1 Qgjpr o Qg
Ags11 o Ogapj-1 0 Grgrjer - Qksin
Apni - Aujo1 0 apjpr o A
Echangeons la j —iéme colonne avec la (j — 1) —iéme, puis la (j — 1) —iéme avec la (j — 2) —iéme, ..... puis la 2 —iéme
avec la 1 —iéme.
0 a4y Aijy1 - Qg
0 ax-11 - Gg-1j-1 Gk-1j+1 - OQr-1n
Nous obtenons detg(cy, ... €, ...cp) = (1)1 agq . Qi Agj+1 - Qgn
0 Gry11 o Qrerj-1 Gksrje1 - Qkein
0 an:1 .« auja Apjy1 - Ong
Echangeons la k—iéme ligne avec la (k — 1) —iéme, puis la (k — 1) —iéme avec la (k — 2) —iéme, ..... puis la 2 —iéme
avec la 1 —iéme.
1 akyl ak']-_l ak']-+1 ak'n
i A-1,1 = Ag-1j-1 Ak-1,j+1 - Qk-1n
Nous obtenons detg(cy, ... e, ... c,) = (—1)7+* / /
0 @Gky11 o Qr+rj-1 Okerjer o Qktin
0 apn: . aujq Qnjy1 - Ongp

La derniére matrice étant triangulaire supérieure, nous avons :

al'l e al,j_l al,j+1 e al'n
i Ag-1,1  Ak-1,1  Ak-1,j-1  Gk-1,j+1 = Qk-1n i
Nous obtenons detg(cy, ... e, ... ¢,) = (—1)/tF = ’ ’ ’ ’ Tl = (=1)tk4, (A
5 (€1 € Cn) = (1) Ag+1,1  Ar+11 Ak+1,j-1 Qk+tj+1 o Oktin D ki (4)
an,1 an,1 An,j-1 Anj+1 Ann

Revenons a la formule (x). Il vient :

|A] = Xi-1 ap ; (=174, ;(A).
La formule est démontrée.
L’invariance du déterminant quant a la transposition nous permet d’obtenir le développement sur les lignes :

n

AL = > (~1)"*¥ay, 4,(4)

k=1




