maths-prepa-sv.fr / mpsi

Déterminant

Lemme La seule permutation ¢ € S,, vérifiant vV i € [1,n], 0(i) < i est I'identité.

Preuve

Nous allons démontrer par récurrence que si Vi € [1,n],0(i) < i alors ¢ est l'identité.

Soit P(m) (1 < m < n) 'hypothése de récurrence Vi € [1,m],c(i) =i

P(1) est vérifié car g(1) < 1 donc o(1) = 1. La récurrence est donc initialisée.

Supposons P(m) vérifiée.

Nous savonsque c(m+1) <m+1maiso(m+1) ¢ [1,m]carvi € [1,m],c(i) =i. Donco(m+1)=m+ 1.
L’hérédité est donc démontrée.

Conclusion si Vi € [1,n],0(i) < i alors o est I'identité.

Soit A € M,(K). A = ((ai_j))lsisn avec A triangulaire supérieure (ou inférieure)
Théoréme 1sjsn
Alors det(A) ==I1ﬁ:1ati

Preuve

Soit A = ((a;))1=isn Une matrice triangulaire supérieure.
1si

<jsn
Nous savons que det(4) = Y.ses, €(0) [Iie1 Aoy
Pour que [[i-; ag(,; soit non nul il faut que v i € [1,n],o(i) < i. D'aprés le lemme précédent la seule permutation vérifiant

cela est I'identité. Nous avons donc det(4) = e(Id) [[-; a;; = [1i=q ai;
Dans le cas ou A est triangulaire inférieure. A est triangulaire supérieure avec ces coefficients diagonaux inchangés.

Nous avons donc det(4) = det(:£4) = [T, a;;

. . _ (A C
Théoréme Soit T € M,,(K) une matrice de la forme T = (0 B) avec A € M, (K), C € M, ,_,(K), B € M,,_,(K)
Alors det(T) = det(A) det (B)
Preuve
Soit E un K ev.

Soit ¢ la forme p —linéaire alternée définie sur EP par ¢(x, x, ... x,) = |§ 1§| ou X est la matrice de M, (K) consituée

des p matrices colonnes X; de K? correspondant aux vecteurs x;. X = (X; ... X;)
Nous savons que ¢(xy,x,, ... x,) = |X| ¢(ey, €,, ... €,) U les e; désignent B, la base canonique de KP.
En particulier si nous appelons a,, a, ... a, les p vecteurs dont les matrices colonnes dans B, sont A, 4,, ... A, et
constituent la matrice A nous avons :
o(ay,a;, ..a,) = |A C| = |Algp(ey, €5, .. €) = |A| b €
e 0 B e 0 B

Nous avons donc établi que |‘3 g = |A| Ig g| ()

Considérons maintenant i la forme n — p linéaire alternée définie sur E™P par y(xy, x,, ...xn_p) = |16’ ;|

X1
ou X est la matrice de M;,_,,(K) consituée des p matrices lignes X; de K""P correspondant aux vecteurs x;. X = ( >
Xop
La encore nous savons que Y(xy, x,, ... Xn—p) = |X[P(ey, €5, ... €9_p)-
En particulier si nous appelons by, b, ... b,,_,, les n — p vecteurs dont les matrices lignes dans B, sont By, B,, ... B, et

constituent la matrice B nous avons :

Y(by, by, . by_p) =

L ¢ I C
A TRy P

I C
est triangulaire supérieure. Donc | b |
0 Iy

1 C
p
or |0 In_p|

I, C
Il vient en réunissant () et (x«) |g g =|A||16’ g|=IAIIB| |5’ I |=IAIIBI-
n-p

Dansle casou T € M, (K) est de la forme T = (‘2 g) avec A € M, (K), C € M,,_, ,(K), B € M,,_,,(K)
Alors det(T) = det(A) det (B). Un simple passage par la transposée devrait vous en convaincre.

Remarque




Soit T € M,,(KK) une matrice triangulaire supérieure par blocs. Soit p un entier strictement inférieur a n.

A .. X
Théoréme T=(0 .. ..]oulesmatrices 4; sontdes matrices carré.
0 0 A

p

Alors |T| = IT0_, 14

Preuve

Une démonstration par récurrence va nous en convaincre.
Le cas p = 2 a déja été traité plus haut. La récurrence est donc initialisée.
Passons a I’herédité.

A ... X
Supposons que la propriété soit vraie pourm <p | 0 = [172,14;]
0 0 A,
A .. X B x| . A .. X
Nous avons | 0 =10 4 ouB=[0 .. ..
0 0 Ay m+1 0 0 A4,
Ay .. X
Nous avons donc |0 = |A,,+11|1B| mais I'hypothése de récurrence nous dit que |B| = [17%,|4;]
0 0 Apyq
Ao . X
Nous avons donc bien |0 ... e | = TTEEHA L
0 0 Apu

Conclusion : dans les conditions de I'énoncé du théoréme Vp < n

14
i1 =] [1ad
i=1




