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Déterminant

Soit A € M,,(K). Soient i et j deux entierstelsque 1 <i<netl<j<n.
e On appelle mineur de A de position (i, j) le déterminant de la matrice obtenue en supprimant de A

Rappel la i —ieéme ligne et la j —iéme colonne. Il est noté 4; ;(A)
e On appelle cofacteur de A de position (i, j) le nombre (=1)'*/4, ;(A)
L On appelle comatrice de A la matrice des cofacteurs de A. On la note com(A)
DrEiler com(A) = ((=1)"*14; j(A))15izn
1<jsn

-1 2 4 17 =11 1
Exemple SoitA = ( 2 3 —1) ;com(A) = ( -2 =9 +4>. Vérifiez le ....
1 2 5 —-14 7 -7

Soit A € M, (K).

Théoréme
A icom(A) = com(A)+A = det(A) I,
Preuve
Soit A = ((a;;))1sisn ; Nous avons
1<jsn
com(4) = (=14, ;(A))1sisn = fcom(A) = ((=1)*4;4(A))1<isn
1<jsn 1<jsn
Posons
A icom(A) = B avec B = ((b;;))1sisn- Nous avons b; ; = ¥_; a;; (—1)¥*4;,(A) donc :
1<js<n
sii=j:
by; = YR_q ai, (—1)**4;, (A) = det (A) par définition
Sii#j:

Remplagons dans A4 la j — iéme ligne par la premiére. Nous obtenons la matrice A" qui posséde deux lignes identiques
avec A = ((a,i,j))15i5n.
1<jsn
bij = X Qipe (145, (A) = Ty @' (—1FH4;,.(A).
En effet nous pouvons remarquer que 4;,(4") = 4;,(A)
Or par définition X3_; a’;, (—1)¥*/4;, (4") = det(4"). A’ posséde deux lignes identiques donc det(4") = 0. Nous avons donc
bien bi,j =0

bi,i = det (A)

Résumons nous {bu = 0pouri#j

}. Il vient B = det(A4) I,,. Nous avons donc bien montré que

Reprenons I'exemple précédent.
17 -2 -14
:fCOTn(A) =|-11 -9 7
1 4 —7
-1 2 4 17 -2 -14 -35 0 0
A fcom(4) = ( 2 3 —1) <—11 -9 7 |= < 0 -35 0 )
Exemple e ol 2.5/V1 4 T 0 0 -35
De méme Com(A)tA = ( 0 —-35 0 )
0 0 -35
Cela nous améne plusieurs enseignements :
L L 17 -2 -14
det(A) = —35; det(4) # 0 donc A estinversible. A7 = (_—35) “fcom(A) = (_—35) (—11 -9 7
1 4 -7
Soit A € M, (K).
= = . . . -1 _ t
Théoréme Si A inversible alors A™" = (det (A)) ~com(A)
Preuve
Posons B = ( L ) Lcom(A4). Nous avons montré que AB = ( L )det(A)I =1
det(4)/ ’ det(4) n n

Or A est inversible. En multipliant cette égalité a gauche par A=t il vient B = A™!




