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Convergence simple, Convergence uniforme.

Soit A une partie de R.
Soit (f,)neny UNe suite de fonctions de A dans C et f une fonction de A dans C

Définition e Ondit que f converge simplement vers f sur A ssi Vx € 4, “T f(x) = f(x)
n—+oo
) . i fn — f bornée sur A
e Ondit que f converge uniformément vers f sur A ssi { iy, Ifs = Fllow = 0
n o
n—+oo
Ces deux définitions différentes ont des traductions différentes lorsqu’il s’agit de passer aux quantificateurs.
e Convergence simple de (f,,),en Vers f surd:
Vx €A Ve>0,ANEN,vn =N |f,(x) — f(x)| < ¢
e Convergence uniforme de (f;),ey VErs f sur A :
Ve>0,aN €EN,Vn =N supyeslfn(x) —f(x)| < e
Remarque Ou dit autrement :
Ve>0,aNeN,vn=N Vx €A |f,(x)—f(x)| <e
En d’autres termes dans le premier cas, on est obligé de regarder la convergence sur chaque x pris
individuellement alors que dans le deuxiéme cas la convergence est globale. Dans le premier cas le N
dépend du x considére, alors que dans le deuxiéme cas, il ne dépend que de «¢.
Considérons sur [0 ; 1], la suite de fonction définie par f,,(x) = x™
Exemple e |l y a convergence simple de la fonction f,, vers la fonction nulle sur [0; 1]

¢ Il y a convergence uniforme de la fonction f,, vers la fonction nulle sur tout intervalle de la forme
[0; ] avec 0 < a < 1. Par contre il n’y a pas convergence uniforme de f,, sur [0; 1]

Preuve

e Vxe|[0;1] HT x™ = 0 donc convergence simple de f,, vers 0 sur [0; 1]
n-+oo

e Sur[0;a] avec 0 < a < 1, Nous avons supyejo;q [x"| < a™. lim a™ = 0 donc

n-+oo

lim supyepo,ep X" = 0= lim ||x™||, =0
n-+oco i n-+oo

Il y a bien convergence uniforme sur tout intervalle de la forme [0;a] avec 0 < a < 1.
Plagons-nous maintenant sur [0; 1|

n 1\" . _ 1
SUuPxefofl X" = (1 - ;) Il suffit de prendre x =1 — -
. 1\" 1
Mais (1 - ;) =exp [nln (1 - ;)]
) P Ty 1 1 1 1
Un rapide développement limité de (1 - ;) nous donne In (1 - ;) =—--+o (;)

1 : 1 , 1 1
nln(l——) =—-140(1)=> lim nln(l——) =—-1= lim exp [nln(l——)] =el=—
n n n e

n-+oo n—+oo

su |x™| est donc minoré par un ntité qui ne tend rs 0 mai rs =
DPxefo;17|x™| €st donc minoré par une quantité qui ne tend pas vers ais vers -
Donc lim su 4r]x™ # 0= lim ||x"||, # 0. Il N’y a pas convergence uniforme sur [0; 1
pr[O 1[
n—-+oo ! n-+o

Soit A un ouvert de R.
Soit (f;,)nen UNe suite de fonctions de A dans C.

Théoréeme | On suppose que les (f,,),ey Sont continues sur A et que les (f,),ey convergent uniformément sur A vers une
fonction f.
Alors f est continue sur A
Preuve
Soita € A.

Les (f,)nen SONt continues en a.

Doncve; >03a>0tq|x —a|l <a=|f(x) — fr(a)] < g

Les (f)nen convergent uniformément sur A vers une fonction f

Prenons ¢, =

Ve, >03IN>0tqvn=N Vx €A |f,(x) —f(x)| <e,

Vx €A |f(x) = f(@)] < If(x) = /(] + /() = fu(@] + |fn(@) = f(@)] (+)

2; AN>0tqvn=N Vx €A |f,(x) —f(x)| <e,

Donc pour n = N |f(x) = £ ()] < S et |fp(a@) — f(@)| < -
Mais f, est continue en a. Donc en posant e; = -, 3a > 0tq |x —al < a = |f,(x) = fu(@) < -




If(x) = fa)] <

Résumons-nous : Ve > 0,3a > 0 etntelsque [x —a| < a > Jlfn(a) —fla)] <

Uf0 - fu@l <2

£
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£
3

En remplagant ces inégalités dans (x)
llvient ve > 0,3a > 0telque |x —al| < a= [f(x) — f(a)| S§+§+§S £

Nous avons démontré la continuité de f en a.




