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Déterminant matrice

Soit 4 € M,(K). 4 = ((a;;))1zisn

1<jsn
Il est aisé de voir A comme la matrice de n vecteurs colonnes (i, ... C, dont les coordonnées de chaque
al‘j
C; dans B, la base canonique K" de sont ( ) Soit B, la base canonique de K"
Définition 1n

On appelle déterminant de A et on note det (A) la valeur : detg, (Cy, ... Cy)
Nous avons donc det(4) = Y,es, £(0) [1iL1 agiy,i-

a1 - Qg
On utilise aussi la notation det(4) =

an, 1 e an‘n

Soit E un K -ev de dimension n.
p 6te Soit F une famille de n vecteurs de E.
Lo AL Soit B une base de E.

Alors det(Matg(F)) = dety(F)

Preuve

Il s’agit de revenir & la définition. En supposant Maty(F) = ((a;;))1sisn
1sjsn

Nous avons det(Mat(F)) = Yoes, £(0) 11 as(),- detg(F) coincide parfaitement avec cette valeur.

M,(K) - R

A 5 det (A)} est n —linéaire alternée par rapport aux colonnes de A.

Propriété L’application {

Preuve

II suffit de revenir a la définition det(A) = detg (Cy, ... C,) OU Cy, ... C,, sont les vecteurs colonnes de A et B, la base
canonique K" . detp_ est une forme n —linéaire alternée, la conclusion coule donc de source.

Soit A € M, (K).

Propriéte A € GL,,(K) ssi det (A) # 0

Preuve

La encore un retour a la définition s’impose.
Nous avons vu que det(4) = detp (C;, ... C,) ou Cy, ... C,, sont les vecteurs colonnes de A et B, la base canonique K"
Nous avons vu lors du chapitre précédent sur les déterminants que detg_(C;, ... C,) # 0 ssi (Cy, ... C,) base de K" .
Or (Cy, ...C,) base de K" & rg(4A) = n © Ainversible.
Il vient bien :

A € GL,(K) ssidet (A) #0

Soit A € M, (K)
Propriété Soit 1 € K.

det( 14) = A*det (A)

Preuve

Avec les notations précédentes : det(14) = detp (ACy, ... AC,) = A"det (4)

Propriété Soient A € M,,(K) et B € M,,(K)

det(AB) = det(A) det (B)

Preuve




Soit E un K -ev de dimension n.
Soient B, ... B, les matrices colonnes de B.
det(AB) = detg (4B, ... AB,)
. E" >R , n
Soit ¢ : {(Cl. .Cy) - dety_(AC,, ..ACI)}' C;, ... C, étant des vecteurs colonnes de K".
Il est aisé de démontrer que ¢ est une forme n —linéaire alternée. D’aprés un théoréme précédent nous avons :
9(Cy, ...Cy) = detg (Cy, ... Cy) @(ey, ... e5) OU ey, ... e, représente la base canonique de K" .

Nous avons donc detp_(ACy, ... AC,) = detg (Cy, ... Cy)detg (AE;, ... AEy,)

ou E,, ... E, représentent les vecteurs colonnes représentatifs de e, ...e,
En remplacant (C,, ... C,) par (By, ... B,) il vient :

detp_(AB, ... AB,) = detp_(By, ... B,)dety_(AE,, ... AE,)
detp_(ABy,...AB,) = detp (B, ... By)detg (4, ... Ay)
ou 4,4, ... A, représentent les vecteurs colonnes de A
Il nous vient donc bien :
det(AB) = det(A4) det (B)

Soient A € GL,(K)

iété 1
Propriété det(A-1) = .

Preuve

La propriété précédente nous donne det(l,,)) =det(4A™1) = det(4) = det (471)
Or en appelant B, = (ey, e;, ...e,) la base canonique de K" nous avons det(l,,) = detp (e, €, ..., ) = 1 par définition.
Nous avons donc det(4) * det(A™1) = 1. Les deux déterminants étant nos nuls nous pouvons écrire :

det(A'l) = Wl(/l)

Propriété Deux matrices semblables ont méme déterminant.

Preuve

Soient A et B deux matrices de M, (K) semblables. 3P € GL, (K) telles que A = P~1BP.

Donc det(4) = det(P~1) det(B) det(P) = de:(m x det(B) det(P) = det (B)

Propriété Une matrice de M,,(K) et sa transposée ont méme déterminant.

Preuve

Soit A € M;,,(K). On suppose A = ((ai.j))

1<isn
1<jsn

det(4) = Z &(o) ﬁ Ag(i),i

OESy

n n n
det(iﬁ ) = Z (o) 1_[ bsyi = Z (o) nai,a(i) = Z (o) Haa—loa(i),a(i)
i=1 i=1 i=1

OESy OESy OESy

o étant une bijection de [1,n] vers [1,n], lorsque i parcourt [1,n], o(i) parcourt [1,n]

Nous avons donc :
n
det(é:ﬁ% ) = Z (o) Haa—l(i),i
i=1

OESH
& étant un morphisme de S,, vers {1; —1} nous avons (c)e(c™) =1 = e(o™?) = ﬁ = ¢(o0)

Il vient det(:4A) = Yoes, 0Dk a-10y;

Lorsque ¢ décrit S,,, o~ décrit S,, donc

det(éiﬁ% ) = Z &(o) ﬂag(i),i =det(4)
=1




Propriété Le déterminant est n —linéaire par rapport aux lignes d’une matrice.

Preuve

La n —linéarité de det sur les colonnes et le fait que le déterminant d’'une matrice et de sa transposée sont égaux
suffisent.

Théoréme | det induit un morphisme de groupe de GL, (K) vers K*

Preuve

Nous savons que (K*,*) et (GL,(K), 0) sont des groupes. (A vérifier si vous n’en étes pas convaincu)
Nous avons déja vu que le déterminant d’'une matrice inversible est non nul.
det va donc bien de GL, (K) a K*

De plus V(4,B) € (GLn(]K))Z, det(AB) = det(A) det (B). det induit donc bien un morphisme de groupe de GL,(K) vers K*




