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Endomorphismes

Rappels Soit Eun K — ev.
Voire ¢ On appelle endomorphisme de E une application linéaire de E dans E
généralités e L’ensemble des endomorphismes de E se note L(E)
sur les e L(E,+,0) estun anneau (en général pas commutatif) d’élément neutre pour la composition qui est
applications lidentité
linéaires. e Le sous ensemble des endomorphismes inversibles de E est un groupe pour la loi o noté GL(E).
Un endomorphisme inversible et donc bijectif s’appelle
A e Endimension 1 tous les endomorphismes commutent.
Propriété

e A partir d’'une dimension égale a 2 les endomorphismes ne commutent pas en général.

Preuve

e Soit E avec dim(E) = 1. Soit e un vecteur base de E. Soient f et g deux endomorphismes.
Supposons f(e) = Ase et g(e) = A,e. Soit x € E. Nous avons x = A,e.
f(g(x)) = f(g(lxe)) = f(lxg(e)) = )le(g(e)) = Axf(/lge) = Ag)le(e) = Af)lg)lxe
9 ) = 9(f 1)) = g(Aef (@) = A g(f (@) = A9 (Ar€) = 2Arg(e) = AcArige
DoncVx € E, f(g(x)) = g(f(x)
e Soit E un ev de dimension 2 dont {e,, e,} est une base.
Considérons I'endomorphisme f défini par f(e;) = e; et f(e,) = e, ainsi que 'endomorphisme g défini par
g(e1) = e, et gle;) = e,. Nous avons fo g (e) = f(e) =e etgofle) =gle) =e,
Donc les deux endomorphismes ne commutent pas.

Définition

Soit 1 € K. On appelle homothétie de E tout endomorphisme f de E tel que Vx € E, f(x) = Ax

Notation

Soit E un ev. Soit f un endomorphisme de E et k un entier. On note f* = fo f o ..... f (k fois)

Définition

Soit E un ev. On suppose E = F @ G avec F et G deux sev de E
Tout élément x de E peut s’écrire y+zavecy € FetzeG

L’application {x : y} est appelé projecteur sur F parallelement a G

Propriétés

Soit E un ev. Soient F et G deux sev de E. Soit p le projecteur sur F parallélement a G.
p est un endomorphisme de E
2
p°=p
F =Imp = Ker(p — Id)
G = Kerp.

Preuve

Soitx€EE.x=f+gavecf€E FetgeG.p(x)=f
SoityeE.y=f"4+g'avecf' € Fetg' €G.p(y) =f'

p(x +uy) = p(A(f + ) + u(f' + g")) = p(Af + uf' +Ag +ug")

Festunsevdonc Af + uf' e FetAg +ug' € G. llvient p(Ax + uy) = Af + uf’
Ap(x) + up(y) = Af + uf' = p(Ax + uy). p est donc linéaire.

p(x) = f avec f € E donc p est un endomorphisme.

Soitx eE.Six=f+gavecf € Fetg e Gnousavons p(x) =f

p?(x) = p(f). Or f = f + 0 donc p(f) = f. Il vient p?(x) = f = p*(x) = p(x)

Soit x € F. Nous avons x = p(x) donc x € Imp. Il vient F c Imp

Soitx € Imp.x =p(y)avecy € E.Posonsy =f+gnousavonsx =p(f+g) =f
donc x € F = Imp c F. Conclusion Imp = F
x€Imp=>3yeEtqx=py)=>x—pk) =py) —p*’®») =p®») —pl) =0.
Donc (p — Id)(x) = 0= x € Ker(p — Id). Donc Imp c Ker(p — 1d)
Réciproquement x € Ker(p — Id) = (p — Id)(x) = p(x) = x = x € Imp. Donc Ker(p — Id) c Imp.
Conclusion Imp = Ker(p — Id)

Soitx € G. x =0z + G.Donc p(x) = 0 = x € Kerp. G € Kerp

Soitx € Kerp.x=f+gavecfeEFetgea

Mais p(x) =0=>p(f+9g)=0=>f=0Doncx=getxeG.Kerpc G

Conclusion Kerp = G

Propriété

Soit E un ev et p un endomorphisme de E. p est un projecteur ssi p? = p




Preuve

Nous avons déja vu que lorsque p est un projecteur alors p? = p.

Mais si p? = p alors E = Kerp @ Imp . Montrons le :

En effet x = x — p(x) + p(x).

Nous avons p[x — p(x)] = p(x) — p?(x) = p(x) — p(x) = 0 Donc x — p(x) € Kerp. De plus p(x) € Imp

Nous avons bien E = Kerp + Imp

Soit x € Kerpn Imp. x € Imp Donc 3y € E tq x = p(y). Orp(x) = 0= p?(y) = 0= p(y) = 0 > x = 0. La somme est
donc directe. Nous avons bien E = Kerp @ Imp.

p est la projection sur Imp parallélement a Kerp.

Eneffetvx e E,x=y+zavecy € Kerpetz € Imp (z = p(z’)).

p(x) =p(y+2) =pl) +p(2) =0+ p?(z’) = p(z') = z. p est donc bien la projection sur Imp parallélement a Kerp.

Soit E un ev. On suppose E = F @ G avec F et G deux sev de E
Tout élément x de E peut s’écrire y + zavecy € Fetz€e G
Définition

, . E—-E , . .
L’application {x = Z} est appelé symétrie par rapport a F

parallélement a G _:%l "

Soit E un ev. Soient F et G deux sev de E. Soit s la symétrie par rapport a F parallelement a G.
Propriété e s estunautomorphismede E.s? =Idets =s1
e F=Ker(s—1Id)etG=Ker(s+1Id)

Preuve

o SoitxeE.x=f+gavecfe FetgetG.s(x)=s(f+g)=f—-g.s(fF—-g)=f—-(-9)=f+g
Donc s2(f + g) = f + g. Nous avons bien s2 = Id = s bijective de réciproque s

e Six€e F.Alors x =x+0;.Doncs(x) =x=x € Ker(s—1d). Onadonc F c Ker(s —Id).
Soit x € Ker(s —Id).Posonsx =f+gavecf € Fetg€eG.s(x) =x=>f—-g=f+g=>g=0
Donc x € F. ll vient Ker(s —Id) ¢ F. Enrésumé F = Ker(s — Id).
Six€ G.Alors x =x+ 0. Doncs(x) = —x = x € Ker(s+1d). Onadonc G c Ker(s + Id).
Soitx € Ker(s+1d). Posonsx=f+gavecf€ FetgeG.s(x)=—x=>f—-g=—f—-—g=>f=0
Donc x € G. ll vient Ker(s + Id) ¢ G d'ou G = Ker(s + Id).

Propriété | Soit s un endomorphisme. s est une symétrie ssi s? = Idg

Preuve

Nous avons déja vu que si s était une symétrie alors s? = Id.
Sis? =Id; alors E = Ker(s —1d) @ Ker(s + Id). Montrons-le :

x—s(x) x+s(x) |

Soitx €EE.x =—t—
x=s(x)\ _ s(x)-x _ _ x=s(x) . x—s(x)
s( . )— = 3 ,Donc—2 € Ker(s +1d)

s (x+;(x)) = S(x2)+x ; Donc x+.;(x) € Ker(s —1d). On abien E = Ker(s —Id) + Ker(s + Id).

La somme est-elle directe ?
Soit x € Ker(s —Id) n Ker(s +1d) = s(x) = x et s(x) = —x donc s(x) = 0 = s2(x) = 0 = x = 0. Oui elle est directe.

E = Ker(s —1d) @ Ker(s +1d).

Vx € Ker(s—1Id) s(x) =x etVx € Ker(s +1d) s(x) = —x
Donc s est la symétrie par rapport a Ker(s — Id) parallélement a Ker(s + Id).

Soit E un ev. Soient F et G deux sev de E.
Soit s la symétrie par rapport a F parallélement a G.
Propriété | Soit p le projecteur sur F parallélement a E.

s+ ldg

2

p

Preuve

SoitxeE.x=f+gavecfe Fetg€eqg.
p() =500 =f—g; (%) ) =2 = f = p().




