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Familles libres / liées.

Soit (E, +, .) un K —espace vectoriel et X une partie de E. On dit que X est génératrice de E ssi tout
Définition | élément de E est combinaison linéaire d’éléments de X en d’autres termes ssi Vect(E) = X.
Si X = {x;,i € I} on dit que la famille (x;);c; est génératrice de E

e Lafamille (1,X,X?.. X™) est génératrice de K,,[X]
. 1 0y /0 1y (0 0y (0 O .y .
e Lafamille (0 0) , (0 0) , (1 0) , (0 1) est génératrice de M, (K)

1 1
¢ L’ensemble des solutions de I'équation x —y — 2z = 0 (x) a pour famille génératrice <1> (0)

0 1
X X y + 2z 1 1
En effet (y) solution de (*) peut s’écrire (y> = ( y ) =y <1> +z <0)
z z z 0 1

1 1
Donc la famille <1> <0) est une famille génératrice de I'espace des solutions de cette équation.
0 1

Exemples

Soit (E, +, .) un K —espace vectoriel. On dit que la famille (x;);c; ou que la partie {x; /i € I} est libre ou que
Définition | les vecteurs x; avec i € I sont linéairement indépendants ssi V(4;) jc; € K’ Y;e; 4;x; = 0 implique
Vi € I, Al’ = 0

Si les vecteurs x; avec i € I sont des vecteurs linéairement indépendants alors toute écriture du type

Propriété YierAix; avec ()¢ est unique.

Preuve

Soient x4, x, ... x, n vecteurs linéairement indépendants. Soit y € E. On suppose que

Y =01% + Axy o Ay = aixq + ayx, + o apx, avec (44,1, .. Ay) et (a4, a5, ... a,) deux éléments distincts de K™ .
Axg + x5 + o Auxy = agxy F X, +orapx, > (4 —a)x + (A, —a)x, + - (A4, — a)x, =0

Or les vecteurs x4, x; ... x, sontindépendantsdonc A, —a; =4, —a, =4, —a, =024, =y, ... 4, = a,

Nous sommes donc arrivés a une contradiction.

Les familles présentées précédemment (1, X, X2 ... X"),((1 0),(0 1),(0 0),(0 0)) G)(é) sont

Exemple 0 0/°\0 0/'\1 0/°\0 1 o/ \4

libres.

Preuve

e Le seul polyndéme vérifiant Vx € K 4, + A, x + A,x2 + -+ 1,x™ = 0 est le polyndme nul donc
2'0 =2‘1 = "'ln = O

sl raly el ral D=0=( 1)< §)otmhmn=no

1 1 A+ 4, 0 A =—2, A, =0
0 1 2-2 0 lz = 0 2.2 = O

Toute famille de polynémes dont les degres sont distincts est dite échelonnée en degré ou plus simplement

Propriété , .
P échelonnée.

Propriété | Toute famille de polyndmes échelonnée est une famille libre.

Preuve

Soit (P;);¢; une famille de polynédmes dont les degré sont tous distincts.
Soit (4;);¢; appartenant a K. Supposons Y;e; A;P; = 0.
Quitte a les réindexer nous supposerons que les (P;);¢; sont rangés par ordre strictement décroissant.
En supposant que la famille (4;);¢; posséde n éléments non nuls nous avons donc 4; P;, +A;,P;, + -+ 4; P, = 0 avec
deg P;, > degP;, > ---degP; etles A, tous non nuls.
Nous allons établir par récurrence que Vjavec1<j<ni; =0
Initialisation : deg()LL-lPL-1 +A;,P, + ---AinPin) = deg (4;,P;,) = deg(0) = —oo.
Cela n'est possible que si P, =0 ousiA;, = 0. P, = 0 estexclus car les polyn6omes sont classés par degré strictement
decroissant. Il reste donc 4;, = 0
Herédité : Supposons 1;, = 4;, = ---4;, = 0 et montrons que 1;,,, =0
Nous avons 4;, . Py, .. + 4 Py, +-4,P, =0
deg()lik+1pik+1 + )lik+zpik+z + "')linPin) = dEg(Al’k+1Pik+1) = deg(0) = —

La encore cela n'est possible que si 4;,,, =0




Définition | Une famille ou partie qui n’est pas libre est dite liée.

Soit (E, +, .) un K —espace vectoriel. Une famille ou partie de E est dite liée ssi un des vecteurs de cette

Propriété . : o Lo : .
P famille ou partie est combinaison linéaire des autres vecteurs de cette famille ou partie.

Soit (x;);¢; une famille liée. Alors 3(4;);¢; appartenant a K non tous nuls tels que Y;¢; 4;x; = Og.

. . . 1
Supposons que A; # 0 (j € I) (Il en existe forcément un ....) alors x; = _T,-(Zfiﬁ- Aix;)
Réciproquement : Soit un vecteur x; de cette famille combinaison linéaire des autres (x;) e
Preuve i*j
NOUS avons x]' = Z?EI' )lixi = x]' - ZLEI lixi = 0. (*)
i#]j i#j

Supposons la famille (x;);¢; soit liée. Cela impliquerait que tous les coefficients des (x;);¢; dans (x) soient
nuls. C’est impossible car un des coefficients est égal a 1. La famille (x;);¢; est donc liée.

Exemple | La famille ((1) g)(g é)((l) 8)(8 (1))(1 D est liée car (1 1) = (é 8)+ (8 é) + ((1) 8) + (g 2)

Définition | Des vecteurs formant une famille liée sont dits linéairement dépendants.

Soit (E, +, .) un K —espace vectoriel. Soient X et Y deux parties de E.
e SiYestlibreetX cY alors X est libre
e SlXestliéeet X cY alorsY estliée
e SiX estlibre et siy € E n'est pas combinaison linéaire de vecteurs de E alors X U {y} est libre.

Propriété

Preuve

e SoitY libre et X c Y. Supposons X liée. Alors il existe un vecteur de X combinaison linéaire d’autres vecteurs de X.
Mais tout vecteur de X est un vecteur de Y. Donc il existe un vecteur de Y combinaison linéaire d’autres vecteurs
de Y. Cela imoliquerait que Y soit lié ce qui est impossible.

e Soit X liée et X c Y. La démonstration est identique. Il existe un vecteur de X combinaison linéaire d’autres
vecteurs de X. Mais tout vecteur de X est un vecteur de Y. Donc il existe un vecteur de Y combinaison linéaire
d’autres vecteurs de Y. Y est donc liée.

e Supposons que X = (x;);¢;. Prenons une famille quelconque (1;);¢; appartenant a K et un A quelconque
appartenant a K. Supposons Y,;c; 4;x; + 1y =0
Si 4 est non nul alors y est combinaison linéaire de vecteurs de X ce qui est impossible par rapport aux
hypothéses. Donc A = 0 et Y;c; A4;x; = 0. Mais la famille (x;);; estliéedoncVviel, 1, =0
Nous en déduisons que X U {y} est libre.




