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Formes linéaires alternées

Soient E;, E,, ... E, n espaces vectoriels.

Soit ¢ une application de E;xE,x...E, dans K.

On dit que ¢ est n-linéaire si :

Définition | vk € [1;n] pourtous x; € E;,x, € E3, ... X4_q € Ex_1,X41 € Epy1, .- Xy € Epfixés I'application
{ Ek - K

Prlx = (31, Xg) o X X0 Xia1s oo X

Dans ce cas on dit que ¢ est une forme n — linéaire.

} est linéaire.

Dans les cas :
n = 1 on a tout simplement une forme linéaire.
Remarque S
n = 2 on a une forme bi-linéaire.
n = 3 on a une forme ftri-linéaire.
. . (RZxR?->R , - ,Mn(R)an(R)*R}
Exemples Le produit scalaire : ¢ { (x,y) - x/y} et le produit matriciel ¢ { (A.B) — AB sont des formes

bilinéaires.

Soient E un espace vectoriel.
Définition | Soit ¢ une forme n —linéaire de E™ dans K.
On dit que ¢ est alternée lorsque ¢ s’annule sur toute famille de vecteurs dont 2 au moins sont identiques.

Soient E un espace vectoriel.
Propriété | Soit ¢ une forme n —linéaire alternée de E™ dans K.
¢ est nulle sur une famille liée.

Preuve
Soit (x4, x5, ... x,) une famille liée de E™.
Ix, (1 <k <n)telque x, = X a;x; avec Vi, a; EK;
ik

n n
QO(X1, X0, o X1y Xio» Xiga1y oo X)) = @ X1, X5, o xk_l,z QA Xijy Xpy1s o Xp | = Z a; (X1, X3, oo Xj—1, Xiy Xig1s ooe Xp)

=1 =1

ik ik

Or dans I'expression @(x, Xp, ... Xk—1,Xi, Xxt+1, - Xn), X; €stidentique a un des autres x;.
La forme étant alternée nous avons bien @ (x;, X3, ... Xj_1, Xj) Xg41s o X)) =0

Soient E un espace vectoriel.
Soit ¢ une forme n —linéaire alternée de E™ dans K.
On ne change pas la valeur prise par ¢ en ajoutant a une variable de ¢ une combinaison d’autres variables.

Propriété n
V (X1, X5, o %) € E™, (X1, X0, oo X1y Xio» Xiga1y o Xn) = @ | X1, %0, o Xpe_q, X + Z Qi Xiy Xyt - Xn
i=1
ik
Preuve
n n
Q| x4, X9, o Xp_q, X + Zai Xiy Xpatr o X | = @01, Xy oo Xio—1s Xio» Xpeg1s o Xn) + @ | X0, %5, ... xk_l,z Qi Xi, X1y - Xn
i=1 i=1
ik ik
n

= @1, Xg, e X1, Xp» Xig1 - Xp) + Z A (X1, X2, oo Xp—1) Xiy Xiga1s o+ Xp) = O (X1, X2, oo X1, Xpo» Xpe1s - Xp)
=1
ik
Car la encore dans I'expression ¢ (x;, X5, ... Xx—1,Xi, Xk41, - Xn), X; désigne un des autres x;

Soient E un espace vectoriel.

Soit ¢ une forme n —linéaire alternée de E™ dans K.

Propriété O(X1, e Xiy oo Xy e X)) = —@(%1, e Xy oee, Xy oen X))
L’inversion de deux variables fait apparaitre un signe — .

On dit que ¢ est antisymétrique.

Preuve

(p(xl, e X, ...,Xj, Xn) + (p(xl, x]', vy Xjy aen xn) = (p(xl, ey X + x]', ey X + Xj, Xn) =0
car deux vecteurs de la famille sont identiques.




