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Détermination d’une application linéaire

Nous avons au premier semestre déja étudié I'ensemble des matrices : M, ,, (K).

Rappels Nous allons dans ce chapitre établir un lien entre ces matrices et les applications linéaires en dimension
finie.
Théoréeme | M, ,(K) est un K espace vectoriel de dimension finie. Les E;<;<p 1<j<p €N CONsituent une base.

_____

Preuve

Nous rappelons ici que les E; ; sont des matrice n, p constituées de 0 sur leurs n lignes et p colonnes sauf a l'intersection
de leurs i-ieme ligne et j-iéme colonne ou réside un 1.
Il est immédiat que la famille (E; ;)1<i<n; 1<j<p €St Une famille libre et génératrice de M, ,(K). Nous avons donc

Mn,p (K) = VeCt[(Ei,j)lsisn; 1<js<p ]

Propriété

dim M, ,,(IK) = np (Il suffit de compter les Ei<i<p1<j<p)

Définition

Soit E un K espace vectoriel de dimension finie. Soit B = (e, e,, ... ;) une base de E.
Soit x € E. On appelle matrice colonne de x dans B ou plus simplement matrice du vecteur x la matrice

X1
(n,1) () constituée des n coordonnées de x dans B.
xn

Remarques

¢ Une matrice colonne est souvent symbolisée par une lettre capitale, le vecteur etant symbolisé par
1

une lettre minuscule. La matrice colonne X = <2) représente les coordonnées du vecteur x.
3
e Une matrice (n,p) peut donc étre vue comme la juxtaposition horizontale de p matrices colonnes
(n, 1) et donc comme I'expression des coordonnées de p vecteurs dans une base constituée de
n vecteurs.

Exemple

1 4 1 4
La matrice <2 5) peut étre vue comme I'expression des coordonnées de u (2) etv (5) dans la base

3 6 3 6
canonique de R3

Définition

Soient E et F deux K ev de dimension p et n. Soient By = (ey, €;, ... €,) €t Bp = (uy, Uy, ... u,) deux bases
de E et F. Soit f € Z(E,F) une application linéaire entre E et F.
On suppose que Vj € [1,p] f(e;) = X1, a;;u; avec a;; € K.

On appelle matrice de f relativement aux bases B, et By la matrice F = ((a;;))1sisn
1<jsp

Nous avons donc Matg, 5. (f) = Matg,(f(e,), f(ey) ..., f(e,)) = ((ai;))1sisn

sJsp

Exemple

Considérons f de R? dans R3. Soit E = (e, e,) une base de R? et U = (uy,u,,u3) une base de R3. La
1 4

matrice <2 5) peut étre vue comme la matrice relativement aux bases E et U de 'application linéaire f de

3 6
E dans F définie par :

{f(€1)=u1+2u2+ 3u3}
f(62)=4u1+5u2+ 6u3 )

Définition

Soit F une matrice de M, ,,(K). F peut étre vue comme la matrice d’une application linéaire f de KP dans
K" relativement aux bases canoniques de K? et de K". Dans ce cas on dit que f est I'application linéaire
canoniquement associée a F.

Exemple

1 4
La matrice (2 5) peut étre vue aussi comme la matrice d’une application linéaire allant de R? muni de la
3 6

1 0 0
base canonique [((1)) , ((1)) ] vers R® muni de la base canonique [(0) , <1) , (0) l Cette application est dite
0 0 1

canoniquement associée a (2 5).
3 6




Nous avons vu qu’une application linéaire entre deux ev de dimensions finie E et F était entierement
Remarque | déterminée par I'image d’'une base de E. Une application linéaire de E dans F est donc entierement définie
par la matrice donnant I'image d’'une base de E dans une base de F.

Soient E et F deux K ev de dimension p et n de bases B et Bj.
Soit A une matrice de M, ,,(K) et f I'application linéaire associée a A dans les bases By et By.
Soit u un vecteur de E et U la matrice colonne de ses coordonnées dans By

Alors le vecteur f(u) a pour matrice colonne AU dans Bg

Propriétés

Preuve

Soient By = (ey, €y, ... €,) et Bp = (uy, Uy, ... u,) deux bases de E et F.

_____

X1
Soit x le vecteur de E de matrice colonne X = () dans E
X.
p
Nous avons f(x) = f(Eizl Xk ek) = Z?zl fxje) = 7:1 xjf(e;) = 7:1 X (i agjug) = 25-7:1 Yis1 Xja; ju; =
X w = T (2] ya) we
Donc la k-iéme coordonnée de f(x) est Z’;:l a,jx;. La matrice colonne relative a f(x) dans F est bien AX

Considérons f de R? dans R3. Soit E = (e;, e,) une base canonique de R? et U = (u;, u,, u3) une base
1 4
canonique de R3. Soit A = (2 5) la matrice d’une application linéaire de E dans F. Soit x (_31) un
3 6
SRS vecteur de E (dans la base canonique) . Alors le vecteur f(x) aura pour coordonnées dans la base
1 4 11
canonique de F: (2 5> (_31) = <13>
3 6 15
. Soient E et F deux ev de dimensions finie, de dimensions respectives p et n. Z(E,F) et M, ,, sont
Théoréme | . ’
isomorphes.

Preuve

Remarquons tout d’abord que Z(E,F) et M, ,, sont des espaces vectoriels.

Considérons :
Br = (e1, €, ... €p) Une base de E et Br = (uy, u,, ... u,) une base de F.

Soit ¢ :Z(E,F) > My,

f - MatBE,BF(f)
Il est aisé de démontrer que f est linéaire. f est évidemment injective puisque la seule application ayant une matrice nulle
est 'application nulle et enfin f est surjective puisqu’a chaque matrice il est possible de faire correspondre une application
linéaire.

Grace a ce théoreme nous allons pouvoir dorénavant travailler indifféremment sur les applications linéaires
Remarque | ou leurs matrices. Toute propriété valable dans le monde des applications linéaires sera valable dans le
monde des matrices et inersement.

P it Soient E et F deux ev de dimensions finie.
ropriete Z(E,F)= dimE * dim F

Preuve

Nous savons que M, , est de dimension finie et que dim(M,,, ) = np = dimE * dimF .
L'isomorphisme entre Z(E,F) et M, ,, nous garantit que Z(E,F) est aussi de dimension finie de méme dimension.
Donc dim(XZ(E,F) )= dimE * dim F.

Dans le cas particulier des endomporphismes d’un espace vectoriel de dimension n, nous avons en appelant
B = (ey,€3, ... e5) Une base de E :

*  Matg, (f) = Matg,(f(er), f(ez) ..., f(en)) = ((au))%fﬁz

e I(E) et M, qui sont isomorphes.
o dimI(E)= (dimE)?

Remarque

Soient E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finies. Soient B, By et B, trois bases de ces espaces
Propriété | vectoriels. Soient f: E — F et g: F - G deux applications linéaires.
Matg, p.(g o f) = Matg, 5.(g) * Matg, 5. (f)

Preuve




Soient m, n et p les dimensions respectives de E, F, G.
BE = (el, 62, ...em); BF = (ul,uz, ...un) N BG = (tl' tz, e tp) )
Nous avons Matg, 5.(9) = ((gi,j))lsisp et Matg, p.(f) = ((fu)) 1<i<n

1<jsn 1<sjsm

Soit e; avec 1 < i < mun vecteurde E

n n n p n p P n p n
go f(e]-) =g <ka,j uk) = ka,jg(uk) = Z fk,jzgl,k = Z Z ik frjti = Z Z Juifejti = Z (Z gl,kfk,j) 4
k=1 k=1 k=1 1=1 k=11=1 =1 k=1 1 \k=1

=

Donc en posant Matg, 3, (g 0 f) = ((hi‘j)) 1<isp - NOUS @VONS hy ; = X1 gikfie -
1<sjsm
Nous avons bien :

MatBE,Bg(g o f) = MatBF,BG(g) * MatBE,BF(f)

Soient E et F deux ev de méme dimensions finie n.
Propriété | Soit f une application linéaire de E dans F et soit F sa matrice dans les bases E et F
f isomorphisme ssi F inversible

Preuve

f isomorphisme = 3g application linéaire telle que g = f~1. Soit G la matrice de g dans les bases de E et F.
fg =1dgp = FG = I, (d’aprés la propostion précédente)
gf = 1dr = GF = I,, (d’aprés la propostion précédente)

Nous avons donc FG = GF = I,, ce qui nous améne a F inversible d’'inverse G.

Réciproquement. Supposons F inversible d'inverse G. Soit g I'application linéaire de F dans E reliee a G.

Nous avons Vx € E de matrice X (GF)X = X.

De méme Vy € F de matrice Y (FG)Y =Y.

Nous en déduisons que Vx EE gof(x) =xetVvyeF, fog(y) =y

f admet donc une application linéaire réciproque g. f est bien un isomorphisme.




