
Matrices de passage 

Définition Soit 𝐸𝐸 un 𝕂𝕂 espace vectoriel. Soient 𝐵𝐵1 et 𝐵𝐵2 deux bases de 𝐸𝐸. On appelle matrice de passage de 𝐵𝐵1 à 𝐵𝐵2 
la matrice 𝑃𝑃 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵1(𝐵𝐵2) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵2,𝐵𝐵1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐸𝐸) 

Exemple 

Soit 𝐵𝐵1 = (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3) la base canonique de ℝ3.  Soient les vecteurs 𝑢𝑢1,𝑢𝑢2,𝑢𝑢3 dont les coordonnées dans 𝐵𝐵1 
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1
1
0
� ,�

0
1
1
� ,�

1
0
1
�. Ces vecteurs consituent une base 𝐵𝐵2 de ℝ3. (Vérifier le côté libre et générateur).  

La matrice de passage de 𝐵𝐵1 à 𝐵𝐵2 est la matrice 𝑃𝑃 = �
1 0 1
1 1 0
0 1 1

�.  

Propriété 

Soit 𝐸𝐸 un 𝕂𝕂 espace vectoriel de dimension finie. Soient 𝐵𝐵1,𝐵𝐵2,𝐵𝐵3  trois bases de 𝐸𝐸.  
Soit 𝑃𝑃1 la matrice de passage de 𝐵𝐵1 à 𝐵𝐵2 ; 𝑃𝑃1 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵2,𝐵𝐵1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐸𝐸) 
Soit 𝑃𝑃2 la matrice de passage de 𝐵𝐵2 à 𝐵𝐵3 ; 𝑃𝑃2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵3,𝐵𝐵2(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐸𝐸) 
Soit 𝑃𝑃3 la matrice de passage de 𝐵𝐵1 à 𝐵𝐵3 ; 𝑃𝑃3 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵3,𝐵𝐵1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐸𝐸) 

Alors 𝑃𝑃3 = 𝑃𝑃1𝑃𝑃2 

Preuve 

Nous avons déjà montré dans le cadre d’un espace vectoriel 𝐸𝐸 muni de trois bases 𝐵𝐵𝐸𝐸 ,𝐵𝐵𝐹𝐹 ,𝐵𝐵𝐺𝐺  et de deux applications 
linéaires 𝑓𝑓:𝐸𝐸 → 𝐹𝐹 et 𝑔𝑔:𝐹𝐹 → 𝐺𝐺 que :  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵𝐸𝐸,𝐵𝐵𝐺𝐺(𝑔𝑔 𝑜𝑜 𝑓𝑓) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵𝐹𝐹,𝐵𝐵𝐺𝐺(𝑔𝑔) ∗ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵𝐸𝐸 ,𝐵𝐵𝐹𝐹(𝑓𝑓) (Voire lien matrices applications linéaires) 
 
Donc dans notre cas particulier :  

𝑃𝑃1𝑃𝑃2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵2,𝐵𝐵1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐸𝐸) 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵3,𝐵𝐵2(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐸𝐸) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵3,𝐵𝐵1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐸𝐸) =  𝑃𝑃3 

Propriété 

Soit 𝐸𝐸 un 𝕂𝕂 espace vectoriel de dimension finie.  
Soient 𝐵𝐵1 𝑒𝑒𝑀𝑀 𝐵𝐵2  deux bases de 𝐸𝐸. 
Soit 𝑃𝑃1 la matrice de passage de 𝐵𝐵1 à 𝐵𝐵2  
Soit 𝑃𝑃2 la matrice de passage de 𝐵𝐵2 à 𝐵𝐵1  

Alors 𝑃𝑃1 inversible et 𝑃𝑃1−1 = 𝑃𝑃2 
Preuve 

Supposons 𝐸𝐸 de dimension 𝑛𝑛.  
Remarquons que :  
𝑃𝑃1𝑃𝑃2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵2,𝐵𝐵1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐸𝐸)𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵1,𝐵𝐵2(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐸𝐸) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵1,𝐵𝐵1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐸𝐸) = 𝐼𝐼𝑛𝑛 ;  
𝑃𝑃2𝑃𝑃1 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵1,𝐵𝐵2(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐸𝐸) 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵2,𝐵𝐵1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐸𝐸) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵2,𝐵𝐵2(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐸𝐸) = 𝐼𝐼𝑛𝑛 ;  

Donc 𝑃𝑃2 = 𝑃𝑃1−1 

Propriété 

Soit 𝐸𝐸 un 𝕂𝕂 espace vectoriel de dimension finie.  
Soient 𝐵𝐵1 𝑒𝑒𝑀𝑀 𝐵𝐵2  deux bases de 𝐸𝐸. 
Soit 𝑋𝑋 la matrice colonne d’un vecteur dans 𝐵𝐵1 
Soit 𝑋𝑋′ la matrice colonne du même vecteur dans 𝐵𝐵2 
Soit 𝑃𝑃 la matrice de passage de 𝐵𝐵1 à 𝐵𝐵2  

Alors 𝑋𝑋 = 𝑃𝑃𝑋𝑋′ 
Preuve 

Soit 𝑥𝑥 le vecteur de coordonnées 𝑋𝑋 dans 𝐵𝐵1 et 𝑋𝑋′ dans 𝐵𝐵2. 
𝑥𝑥 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐸𝐸(𝑥𝑥) 

En exprimant cette égalité matriciellement dans la base 𝐵𝐵1 il vient :  
𝑋𝑋 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵2,𝐵𝐵1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐸𝐸)(𝑋𝑋′) = 𝑃𝑃𝑋𝑋′ 

Exemple 

Parmi les changements de base il en est un célèbre dans le plan, c’est le passage en coordonnées polaire.  
𝐵𝐵1 ∶ La base canonique de ℝ2 : 𝑒𝑒1 �

1
0� et 𝑒𝑒2 �

0
1� est remplacée par la base  

𝐵𝐵2  deux vecteurs : 𝑢𝑢𝜃𝜃 = cos𝜃𝜃 𝑒𝑒1 + sin𝜃𝜃 𝑒𝑒2 et 𝑣𝑣𝜃𝜃 = − sin 𝜃𝜃  𝑒𝑒1 +  cos 𝜃𝜃 𝑒𝑒2  
La matrice de passage de 𝐵𝐵1 à 𝐵𝐵2 est  𝑃𝑃 = �cos𝜃𝜃 − sin𝜃𝜃

sin 𝜃𝜃 cos 𝜃𝜃 � 

La matrice inverse de 𝐵𝐵2 à 𝐵𝐵1 est 𝑃𝑃−1 = � cos𝜃𝜃 sin 𝜃𝜃
−sin𝜃𝜃 cos𝜃𝜃� 

Soit 𝑥𝑥 un vecteur du plan dont les coordonnées dans la base canonique sont �𝑀𝑀𝑏𝑏� 

 Les coordonnées de 𝑥𝑥 dans la base polaire sont �𝑀𝑀
′

𝑏𝑏′� 

�𝑀𝑀𝑏𝑏� = 𝑃𝑃 �𝑀𝑀
′

𝑏𝑏′� ⇒ �𝑀𝑀
′

𝑏𝑏′� = 𝑃𝑃−1 �𝑀𝑀𝑏𝑏� ⇒ �𝑀𝑀
′

𝑏𝑏′� = � cos 𝜃𝜃 sin𝜃𝜃
−sin𝜃𝜃 cos 𝜃𝜃� �

𝑀𝑀
𝑏𝑏� = � 𝑀𝑀 cos 𝜃𝜃 + b sin𝜃𝜃

− asin𝜃𝜃 + 𝑏𝑏 cos 𝜃𝜃� 

Donc � 𝑀𝑀
′ = 𝑀𝑀 cos𝜃𝜃 + b sin𝜃𝜃

𝑏𝑏′ = − asin𝜃𝜃 + 𝑏𝑏 cos𝜃𝜃 
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Propriété 

Soient 𝐸𝐸 et 𝐹𝐹 deux 𝕂𝕂 espace vectoriel de dimension finie.  
Soient 𝐸𝐸1 𝑒𝑒𝑀𝑀 𝐸𝐸2  deux bases de 𝐸𝐸. 
Soient 𝐹𝐹1 𝑒𝑒𝑀𝑀 𝐹𝐹2  deux bases de 𝐹𝐹. 
Soit 𝑃𝑃 la matrice de passage de 𝐸𝐸1 à 𝐸𝐸2  
Soit 𝑄𝑄 la matrice de passage de 𝐹𝐹1 à 𝐹𝐹2  
Soit 𝑔𝑔 une application linéaire de 𝐸𝐸 dans 𝐹𝐹 
Soit 𝐺𝐺 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐸𝐸1,𝐹𝐹1(𝑔𝑔) la matrice de 𝑔𝑔 dans les bases 𝐸𝐸1 et  𝐹𝐹1 
Soit 𝐻𝐻 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐸𝐸2,𝐹𝐹2(𝑔𝑔) la matrice de 𝑔𝑔 dans les bases 𝐸𝐸2 et  𝐹𝐹2 

Alors 𝐻𝐻 = 𝑄𝑄−1𝐺𝐺𝑃𝑃 
Preuve 

Soit 𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸 et 𝑦𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) avec bien sur 𝑦𝑦 ∈ 𝐹𝐹 
Exprimons cette egalité vectoriellement dans les bases 𝐸𝐸1 et 𝐹𝐹1  

Il vient 𝑌𝑌 = 𝐺𝐺𝑋𝑋 
Soient 𝑌𝑌′ et 𝑋𝑋′ les matrices colonnes de 𝑥𝑥 et 𝑦𝑦  dans les bases 𝐸𝐸2 et 𝐹𝐹2 
𝑋𝑋 = 𝑃𝑃𝑋𝑋′ et 𝑌𝑌 = 𝑄𝑄𝑌𝑌′.  

Donc 𝑄𝑄𝑌𝑌′ =  𝐺𝐺𝑃𝑃𝑋𝑋′ ⇒ 𝑌𝑌′ = 𝑄𝑄−1𝐺𝐺𝑃𝑃𝑋𝑋′ 
 

𝑄𝑄−1𝐺𝐺𝑃𝑃 est bien la matrice 𝐻𝐻 , la matrice de 𝑔𝑔 dans les bases 𝐸𝐸2 et  𝐹𝐹2 

Propriété 

Dans le cas particulier d’un endomorphisme :  
Soit 𝐸𝐸 un espace vectoriel de dimension finie.  
Soient 𝐸𝐸1 𝑒𝑒𝑀𝑀 𝐸𝐸2  deux bases de 𝐸𝐸. 
Soit 𝑃𝑃 la matrice de passage de 𝐸𝐸1 à 𝐸𝐸2  
Soit 𝑔𝑔 un endomorphisme de 𝐸𝐸 
Soit 𝐺𝐺 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐸𝐸1,𝐸𝐸1(𝑔𝑔) la matrice de 𝑔𝑔 dans la base 𝐸𝐸1 
Soit 𝐻𝐻 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐸𝐸2,𝐸𝐸2(𝑔𝑔) la matrice de 𝑔𝑔 dans la bases 𝐸𝐸2 

Alors 𝐻𝐻 = 𝑃𝑃−1𝐺𝐺𝑃𝑃 
Preuve 

Il suffit dans la preuve précédente de remplacer 𝑄𝑄 par 𝑃𝑃. 

Exemple 

Soit 𝐵𝐵1 la base canonique de ℝ2 : 𝑒𝑒1 �
1
0� et 𝑒𝑒2 �

0
1� 

Faisons la tourner de 𝜋𝜋
4
 dans le sens direct.  

Nous obtenons les vecteurs 𝑢𝑢𝜋𝜋
4

= cos 𝜋𝜋
4
𝑒𝑒1 + sin 𝜋𝜋

4
 𝑒𝑒2 et 𝑣𝑣𝜋𝜋

4
= − sin 𝜋𝜋

4
 𝑒𝑒1 +   cos 𝜋𝜋

4
 𝑒𝑒2 

Soit 𝑢𝑢𝜋𝜋
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Considérons maintenant dans cette nouvelle base la symétrie vectorielle (endomorphisme de ℝ2) dont la 
matrice est 𝐻𝐻 = �1 0

0 −1� ; Cette symétrie peut être vue comme la symétrie par rapport à la droite d’équation 
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 
Soit 𝐺𝐺 La matrice de cette symétrie dans la base canonique. Elle est liée à 𝐻𝐻 par  𝐻𝐻 = 𝑃𝑃−1𝐺𝐺𝑃𝑃 

Cela implique 𝐺𝐺 = 𝑃𝑃𝐻𝐻𝑃𝑃−1 = �
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� = �0 1
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Nous retrouvons la propriété suivante : toute symétrie par rapport à la droite d’équation 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 inverse les 
coordonnées.  

  


