
Matrices de passage 

Définition 
Soit 𝐸𝐸 un espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛. 
Soient 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 deux matrices de  ℳ𝑛𝑛(𝕂𝕂). 
On dit que 𝐴𝐴 et 𝐵𝐵 sont semblables lorsqu’il existe une matrice 𝑃𝑃 ∈ 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛(𝕂𝕂) telle que 𝐵𝐵 = 𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝑃𝑃 

Théorème 
Soit 𝐸𝐸 un 𝕂𝕂 espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛. 
Soit 𝑢𝑢 un endomorphisme de 𝐸𝐸.  
Soient 𝐵𝐵 et 𝐵𝐵′ deux matrices de 𝐸𝐸.  

Alors 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵(𝑢𝑢) et 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵′(𝑢𝑢) sont semblables. 
Preuve 

Soient 𝑥𝑥 et 𝑦𝑦 deux vecteurs de 𝐸𝐸 reliés par 𝑦𝑦 = 𝑢𝑢(𝑥𝑥).  
Soient 𝑋𝑋 et 𝑌𝑌 les vecteurs colonnes de coordonnées de 𝑥𝑥 et 𝑦𝑦 exprimées dans la base 𝐵𝐵.  
La relation matricielle s’écrit 𝑌𝑌 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵(𝑢𝑢)𝑋𝑋 
Soit 𝑃𝑃 la matrice de passage passant de 𝐵𝐵 à 𝐵𝐵′ 
Nous avons 𝑋𝑋 = 𝑃𝑃𝑋𝑋′, et 𝑌𝑌 = 𝑃𝑃𝑌𝑌′.𝑋𝑋′ et 𝑌𝑌′ étant les vecteurs colonnes de coordonnées de 𝑥𝑥 et 𝑦𝑦 exprimées dans la base 𝐵𝐵′. 

𝑌𝑌 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵(𝑢𝑢)𝑋𝑋 ⇔ 𝑃𝑃𝑌𝑌′ = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵(𝑢𝑢)𝑃𝑃𝑋𝑋′ ⇔ 𝑌𝑌′ = 𝑃𝑃−1𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵(𝑢𝑢)𝑃𝑃𝑋𝑋′ 
Nous avons bien 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵′(𝑢𝑢) = 𝑃𝑃−1𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵(𝑢𝑢)𝑃𝑃 ce qui nous prouve que les deux matrices sont semblables.  

Théorème La relation « être semblable à » est une relation d’équivalence.  
Preuve 

La preuve suit exactement la même mécanique que celle utilisée pour montrer que la relation « être équivalente à » est 
une relation d’équivalence 

Théorème Deux matrices semblables ont même rang et même trace.  
Preuve 

Deux matrices semblables sont deux matrices équivalentes. Elles ont donc même rang.  
Soit 𝐵𝐵 = 𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝑃𝑃.  

𝑇𝑇𝑇𝑇(𝐵𝐵) = 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝑃𝑃) = 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝐴𝐴𝑃𝑃𝑃𝑃−1) = 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝐴𝐴). 
Deux matrices semblables ont donc le même rang.  

Définition 
Nous avons vu que les matrices d’un même endomorphisme 𝑢𝑢 exprimées dans des bases différentes sont 
semblables. Elles ont donc même trace. Cette trace commune est appelée trace de l’endomorphisme et 
est notée 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑢𝑢) 

Théorème 

La trace appliquée à l’ensemble des endomorphismes d’un espace vectoriel est une forme linéaire 
commutative.  
Soient 𝑢𝑢 et 𝑣𝑣 deux endomorphismes de 𝐸𝐸.  

∀(𝜆𝜆, 𝜇𝜇) ∈ 𝕂𝕂2,𝑇𝑇𝑇𝑇(𝜆𝜆𝑢𝑢 + 𝜇𝜇𝑣𝑣) = 𝜆𝜆𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑢𝑢) +  𝜇𝜇𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑣𝑣) 
𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑢𝑢𝑣𝑣) = 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑣𝑣𝑢𝑢) 

Preuve 
La linéarité et la commtutativité ont été montrées matriciellement dans le chapitre du premier semestre correspondant aux 
matrices. La transposition dans l’espace des endomorphismes est immédiate.  

Lemme 

Soit 𝐸𝐸 un 𝕂𝕂 espace vectoriel de dimension 𝑛𝑛. 
Soient 𝐹𝐹 et 𝐺𝐺 deux sev de 𝐸𝐸 tels que 𝐸𝐸 = 𝐹𝐹 ⊕ 𝐺𝐺. On suppose 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝐹𝐹 = 𝑇𝑇 et 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝐸𝐸 = 𝑛𝑛 − 𝑇𝑇 
Soit 𝐵𝐵 une base adaptée à 𝐹𝐹 et 𝐺𝐺. 
Soit 𝑝𝑝 le projecteur sur 𝐹𝐹 parallèlement à 𝐺𝐺.  
Soit 𝑠𝑠 la symétrie par rapport à 𝐹𝐹 parallélement à 𝐺𝐺.  
Alors :  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵(𝑝𝑝) = �
𝐼𝐼𝑟𝑟,𝑟𝑟 0𝑛𝑛−𝑟𝑟,𝑟𝑟

0𝑛𝑛−𝑟𝑟,𝑟𝑟 0𝑛𝑛−𝑟𝑟,𝑛𝑛−𝑟𝑟
� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝐵𝐵(𝑠𝑠) = �

𝐼𝐼𝑟𝑟,𝑟𝑟 0𝑛𝑛−𝑟𝑟,𝑟𝑟
0𝑛𝑛−𝑟𝑟,𝑟𝑟 −𝐼𝐼𝑛𝑛−𝑟𝑟,𝑛𝑛−𝑟𝑟

� 

Preuve 

Par définition :∀𝑥𝑥 ∈ 𝐹𝐹, 𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 et ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐺𝐺, 𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 0 et ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐹𝐹, 𝑠𝑠(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 et ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐺𝐺, 𝑠𝑠(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥 

Théorème Soit 𝑝𝑝 un projecteur.  
𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑝𝑝) = 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑝𝑝) 

Preuve 

Il suffit de déterminer la trace dans la base utilisée lors du lemme précédent.  
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