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Sommes de sev

Soit E un K — ev. Soient F et G deux sev de E.
Définition On appelle somme des sev F et G et on note F + G 'ensemble H défini par
Vx € H,3x, € F et3x, € G telsque x = x; + x;,

Soit E un K — ev. Soient F et G deux sev de E .

Propriété F + G estun sevde E

Preuve

Remarquons que 0 = 0y = 0; de plus O = 05 + 05 = 0 + 0; Donc 0 € F + G. F + G est non vide.
Soient x et y deux éléments de F + G.
x=x +x,ety=1y, +y,avec (x,y;) € F? et (x,,y,) € F2.
Soient 1 et u deux éléments de K
A+ py = A0 +x3) + u(yy +y2) = A + uyy + Ax; + py,
F estun sev donc Ax; + uy, € F
G estun sev donc Ax, + uy, € G
OnabienAx+ uyy € F+G
Donc F + G sev

Soit E un ev de dimension 3. Soit (e;, e;, e3) une base canonique de cet ev.
Exemple Soit F = vect(e,) ; G = vect(e,).
Alors F + G désigne dans E le sev correspondant au plan vectoriel d’équation z = 0

Soit E un K — ev. Soient F et G deux sous parties de E

Théoréme Alors Vect(F U G) = Vect(F) + Vect(G)

Preuve

Soitx € Vect(FUG). x =Y;A;x; avecx; € FUG

x; € F x;=x;+0avecx; € Fet0€EG

xi€ FUG=> { ou = { ou = x; € Vect(F) + Vect(G) = A;x; € Vect(F) + Vect(G)
X € G x;=0+x;avec0 € Fetx; EG

Donc x € Vect(F) + Vect(G) = Vect(F U G) c Vect(F) + Vect(G)

Soit x € Vect(F) + Vect(G).
X = Zi/lixi +Z]/l]y] avec Vi X; € F et VJy] EG
X = z&ixi +u5y;
ij
Orvix; € FUGetVjy; € FUGDoncx € Vect(F U G).
Vect(F) + Vect(G) c Vect(F U G).

Nous avons bien Vect(F U G) = Vect(F) + Vect(G)

Soit E un K — ev. Soient F et G deux sev de E de dimension finie.

Théoreme dim(F + G) < dim(F) + dim (G)

Preuve

Soit f;, ... fp une base de F

Soit gy, ... g, une base de G.

La famille fi, ... fn, 91, ... gp €St génératrice de F + G

Eneffetvxe F+Gx=f+gavecfe F=>f=3Y" Afetge G= g=Y_, wyg;
Donc x = f + g = X, Aif; + X1, mig:. Nous avons bien F + G = vect(fy, ... fu, g1, - Gp)

La famille fi, ... fn, 91, .-- gp €St une famille génératrice de F + G dont les n premiers vecteurs sont des vecteurs libres.
En appliquant I'algorithme de la base incompléete a cette famille nous allons trouver une base de F + G dont les n premiers
vecteurs seront les f; et qui sera complétée par quelques vecteurs parmi les g;. Son cardinal sera donc inférieur ou égal a
n + p, ce qui implique

dim(F + G) < dim(F) + dim (G)




Soient F et G deux sev de E. Soit x € F + G. x peut donc s’écrire x = x; + x,. Mais cette écriture est-
elle unique ? Reprenons I'exemple de E un ev de dimension 3 avec (eq, e,,e3) sa base canonique.
Soit F = vect(e;,e;) et G = vect(e,,e3). SoitH=F + G
Remarque Soit x = (e; + e,) + e5.
e,+e,EFete;e Gdoncx € F+G.

Mais x peut aussi s’écrire e; + (e, + e;) avece; E Fete, +e; €G.
Donc la décomposition de x n’est pas unique.

Soit E un K — ev. Soient F et G deux sev de E

On dit que F et G sont en somme directe si la décomposition de tout élément de F + G en un
élément de F auquel on ajoute un élément de G est unique. On utilise alors la notation F @ G et non
F+G

Définition

Soit E un ev de dimension 3 avec (ey, e,, e3) sa base canonique.
Soit F = vect(e,, e, ) et G = vect(e3). Alors F et G sont en somme directe.
Eneffet. Soitx e F+G.x=f+gavecfeFetgeG. f =Ae; +ue, etg =vye;
Nous avons x = Ae; + e, + ye;
Exemple Supposons qu'il existe une autre écriture : x = f'+ g' = Ae; +u'e, + y'es
Nous avons Ae; + pe, + yes; = Ae; +u'e; + y'es

Soit (A —A)e; +(w—ple; + (¥ —v')es =0
La famille (e, e,, e3) étant une base estlibredonc A —A' = uy—u' = y—y' =0
L’écriture est donc unique.

Soit E un K — ev. Soient F et G deux sev de E

RICRIEHS F et G sont en somme directe ssi FN G = {0z}

Preuve

Supposons F et G en somme directe.

Nous savons que 05 € F N G. Mais est-il le seul ?

Soitx € FNG etx # 0g. Nous avons 2x =x+x avecx € Fetx € G donc 2x € F +G.

Mais x = 05 + 2x avec 0; € F et 2x € G donc la décomposition de 2x n’est pas unique ce qui est une contradiction.
Seul0; € FNG

Supposons FN G = {0g}.

Soit x € F + G. Supposons que plusieurs décompositions coexistent. x = f+g=f"+ g’
Nousavonsdonc f —f'=g'—g

Orf—f'eFetg —getGdoncf—f'e FNG=> f—f' =0=>f=fetg=g
L’écriture est donc unique. La somme est bien directe.

Soit E un K — ev. Soient F et G deux sev de E de dimension finie en somme directe.
Soient B et B’ des bases de F et G respectivement.
Alors la concaténation de B et de B’ est une basede F @ G.
Théoréme On dit de cette base qu’elle est adaptée a la décomposition F @ G
Nous avons donc :
dim(F @ G) = dimF + dim G

Preuve

Soit f;, ... f, une base de F

Soit g4, ... g, une base de G.

La famille fi, ... fn, 91, ... g, €St génératrice de F @ G

Eneffetvxe FOGx=f+gavecfe F=f=Y" Afietge G= g=3%"_ wyg
Donc x = f +g = Xy Aifi + X2, i

La famille fi, ... fn, g1, ... gp €stlibre. Considérons A,, ... A, 1y, ... pp tels que A, f; + - A fro + 1191 + - Upgp = 0
NOUS aVOI’lS llfl + "'Anfn = _Mlgl - "'ﬂpgp , llfl + "'Anfn E F et _Mlgl - "'ﬂpgp E G dOﬂC Alfl + "'lnfn E F n G
> MWat+ - Afn=0et—ug, — UpGp = 0

Les familles f; et g; étant libres nous avons A; = -+ 4, = u; = -y, = 0.

En résumé la famille f;, ... f,, g1, ... g, €st bien une base de F @ G et dim(F @ ¢) = dim F + dim G




Soit E un K — ev de dimension finie. Soient F et G deux sev de E tels que E = F + G.

Theoreme | | . comme est directe ssi dim(E) = dim(F) + dim (G)

Preuve

Nous avons déja vu que E = F @ G implique dim(E) = dim(F) + dim (G)

Réciproquement : Supposons dim(E) = dim(F) + dim (G)

Soit B; une base de F. dimE =n

Soit B, une base de G. dimG =p

Nous avons déja vu que la concaténation de B, et B, que nous appelerons H est une famille génératrice de F + G
La famille H posséde ses n premiers vecteurs ( les vecteurs de B;) qui constituent une famille libre.

Nous avons vu que en appliquant I'algorithme de la base incompléte a H nous obtenons une base de F + G dont les n
premiers vecteurs sont les vecteurs de B, et les vecteurs suivants sont extraits des vecteurs de B,.

Mais dim(F + G) = dim(F) + dim(G) = |B| + |B’| donc cela signifie que nous avons extrait exactement p vecteurs de B’
c’est-a-dire B’ dans sa totalité. Une base de F + G est donc la concaténation de B et B’

Soit B = (f, ... fu) et B = (g1, --- 9p)
Soitx € FNG.
X€E F=2x=M4i+ " Afn
XE€ G=>x=g1+ " UpTp
AMfi+ o Anfn = 1g1 + UpGp = A = Ay = Wy = - up = 0 car la famille B = (fi, ... fn, g1, .- gp) €st une base.
Donc F N G = {0z} et la somme est directe.

Nous avons défini la notion de somme directe entre 2 sev. Cette notion se généralise a n sev. Nous aurions
Remarque | pu dés le début présenter des preuves adaptées a n sev mais pour des raisons de clareté nous avons
commenceé avec n = 2

Soient Fy, F,, ... F, n sevde E.

Beinrey Fo+Fy+F,={x€Etqx=f,+f,+f,avecf, € Fy, ..f, € E,}

Propriété Fy +F, + -+ F, est un sev.

Preuve

Fi+F,+FE, = ((((F1 +F)+F;)+ F4) + ---Fn). II suffit de les regrouper deux a deux .....

Soient Fy, F,, ... F, n sevde E.
Définition F,, F,, ... E, sont dits en somme directe lorsque la décomposition de tout élément x de F; + F, + -+ E, sous la
forme f; + f, + -+ f, avec f; € Fy, ... f, € E, est unique.
On écritalors F, ® F, @ ...F,
Soient F,, F,,..F, nsevde E. F,,F,,...E, sont en somme directe ssi Vi € [1,n]
n
Propriété Fin Z F, = {0}
k=1
k#i
Preuve

Supposons F;, F,, ... E, en somme directe.
Soitx € F;n Y- F,etx # 0.
k#i

2x = x + x le premier x étant dans F; et le deuxiéme dans Yi_, F;
k#i

Mais 2x peut aussi s’écrire 2x + 0 avec 2x étant dans F; et 0 dans Y;_, F;, donc il n’y a pas unicité de I'écriture ce qui est
k+#i
problématique. On en déduit que seul 0z € F; N Y3—1 Fy
k#i
Réciproquement. Supposons que Vi € [1,n] F; N Yi—1 F, = {0z}
k#i
Soit x = x; + x, + -+ x,, la décomposition de x selon F,, F,, ... F,
Supposons qu’il y en existe une autre x = x;" + x," + -+ x,’
Nous avons alors x; + x, + - x, = %" + %" + %, =2 x; —x;' = Xhe1 X — X
k+#i
She1Xr —x, €Yo Foetx; —x;' € F;Donc x; — x;' = 0 = x; = x;/ (Valable Vi)
k+#i k+#i

La décomposition est donc unique.




Théoréeme

Soit E un K — ev. Soient F,, F,, ... F, n sev de dimension finie en somme directe.
Soient By, B,, ... B, les n bases de ces sev.

Alors la concaténation de By, B,, ... B, est une base de @}_; Fy.

On dit de cette base qu’elle est adaptée a la décomposition @}_; F;

Nous avons donc :

dim( @y F) = ) dim (Fy)
k=1

Preuve

Soit B la concaténation de By, B,, ... B,,.
B est libre et génératrice de @}_, Fy. (Reprendre les mémes étapes qu’avec n = 2).
Donc B est une base de @}_; F;.. Nous avons bien dim( @}_; F, ) = Y-, dim (F;)

Erien Soit E un K — ev. Soient F et G deuxsevde Etelsque E = FD G
Définition . ; .
Alors G est appelé un supplémentaire de F dans E
G est appelé un supplémentaire de F dans E et non le supplémentaire car il n’y a pas d’unicité du
supplémentaire.
Reprenons I'exemple de E un ev de dimension 3 avec (e,, e,, e3) sa base canonique.
Nous avons déjavu que E = F @ G avec F = vect(ey, e;) et G = vect(es)
Soit H = vect(e, + e;) alors nous avons aussi E = F @ H
En effet soit x € E.
Remardque X = X161 + X3, + X385 = X161 + X6, — Xz€, + Xz€, + X35 = X1, + (X, — X3)e, + x5(e; + e3)
a x16; + (X, —x3)e; EF etxs(e, +e3) EHdoncx € H=>x€F+H
Donc E c F + H. Comme linclusion réciproque est évidente nous avons E = F + H
La somme est-elle directe ? Soitx € FNH,x €EF 2 x = A,e; + l,e, et x € G =2 x = u(e, + e3)
Nous avons donc A,e; + A,e, = ple, +e3) = e + (A, — e, + ue; =0
La famille (eq, e,, e3) étant libre nous avons 1, = 1, = u = 0. Donc la somme est directe et
E=F®G=F®H
Théoréme Soit E un K — ev de dimension finie. Soit F un sev de E. Alors F posséde un supplémentaire dans E.
Tout supplémentaire de F sera de dimension dim(E) — dim (F)

Preuve

C’est le théoréme de la base incompléte qui nous donne la preuve.

Soit B = (f3,
E: (g1, --- 9p)

... fn) une base de F. C’est une famille libre. |l est possible de la compléter avec une famille de vecteurs de

(nous I'appellerons G) pour que la concaténation de B et G soit une base de E.
Nous avons alors E = F @ vect(G)
En effet E = F + vect(G) par définition de G.

De plus x € F Nvect(G) = x € F et x € vect(G)
Donc x = llfl + "'Anfn =g, + “UpTGp

Alfl + "'lnfn

=W+ lpGp = A=Ay =y = up, = 0 carlafamille B = (fi, ... fo, 91, .- gp) €St une base

Donc F Nvect(G) = {0} et la somme est directe.

Soit H un supplémentaire de F dans E.E = F @ H = dim(E) = dim(F) + dim(H) = dim(H) = dim(E) — dim (F)

Théoréeme

Soit E un K — ev (pas forcément de dimension finie)

Formule de | Soient F et G deux sev de E de dimension finie.

Grassman | Alors F + G est de dimension finie

Et dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim (FNG)

Preuve




Nous avons déja vu que si F et G sont de dimension finie alors dim(F + G) < dim(F) + dim(G)
F + G est donc aussi de dimension finie.

Nous avons aussi vu que FNG était un sev de E, de F mais aussi de G.

Soit F' le supplémentaire de FNG dans F. Nous avons F = FNG @ F’

Soit G' le supplémentaire de FNG dans G. Nous avons G = FNG @ G’

Montronsque F+ G =F @G

F+G=F+FNG+ G'.OrF+FNG =F.Nousavonsdonc F+G =F + G’

La somme elle directe entre F et G' ?

XEFNG >x€Fet x€EG' = x€Fet xeG etxeG(G'cG)=> xeEFNGetxeG = x=0
(car ces deux ensembles sont en somme directe)

Nous avonsdonc F+ G =F' @©G
Il vient dim( F + G) = dim(F") + dim(G). Or F = FNG & F' = dim(F") = dim(F) — dim(FNG)
Il vient dim( F + G) = dim(F) — dim(FNG) + dim(G).




