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Fonctions en escalier et continues par morceaux.

Définition

Soient a et b deux réels avec b > a
On appelle subdivision de [a, b] que I'on note ¢ la famille de réels (xo,xl, o ) avec :
a=xy X< x; <--xpeth=x,
On appelle le pas de cette subdivision le réel min;cjo,-1ylxi+1 — X;|
En d’autres termes le pas d’'une subdivision est le plus petit écart entre deux bornes.

Exemple

0%% 1 est une subdivision de [0; 1] de pas%

Définition

Une fonction f définie sur [a, b] inclus dans R et a valeurs dans C est dite en escalier ssi il existe une
subdivision o = (xo, %y, ... x,, ) telle que Vx €]x; x;44[ f(x) = 4; avec 4; € C.
On dit alors que ¢ est une subdivision adaptée a f.

Exemple

?

Vous connaissez déja une fonction en escalier,
c’est la fonction partie entiére.

Sur R*, la subdivision 0,1, 2, ... est adaptée et
le pas de cette subdivision est 1. e !

*—+

Remarques

Il peut exister plusieurs subdivisions adaptées a la méme fonction en escalier. Reprenons la fonction partie
‘s o 1 3 . . . .
entiére : la subdivision 0,5, 1,5 ,2 ... lui convient aussi tres bien.

Propriétés

Soient f et g deux fonctions en escalier de [a, b] dans C de subdivisions adaptées o et ¢’
Soient 1 et u deux complexes.
e Rajouter un nombre de points fini de [a, b] & 0 permet d’obtenir une nouvelle subdivision de
[a, b], elle aussi adaptée a f
e 0 U o' estune subdivision de [a, b] adaptée a f et g
e Les fonctions Re(f), Im(f),|f|, Af + ug et fg sont des fonctions en escalier.

Preuve

Nous laissons

le soin au lecteur d’effectuer ces preuves qui ne présentent pas beaucoup de difficulté.

Définition

Une fonction f définie sur [a, b] inclus dans R et a valeurs dans C est continue par morceaux ssi il existe
une subdivision o = (xo,xl, o088 ) telle que f soit continue sur tous les intervalles du type ]x; ; x;.4[ et
prolongeable par continuité sur [x; ; x;,1] -

On dit alors que ¢ est une subdivision adaptée a f.

L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, b] est noté @i;([a, b})

Exemple

Le graphe de la fonction ci-contre est celui
d’une foncion continue par morceaux. Vous
constatez que sur chaque intervalle du type
1xi 5 x;41[ 1a fonction est continue.

Vous constatez aussi que :

lim f(x) et lim f(x) sontdes limites finies.
x—>xl-

X=X
i+1
flxo) »

Il est donc tout a fait possible sur chaque |
intervalle du type ]x; ; x;.,[ de prolonger f par ‘ _ }-\

[lx) .

continuité en une fonction ¢; définie par :

-

a=To I a2 b=y

Vx €]x; ;x4 0 (x) = f(x) .
@i(x;) = xliglff(x) }\_j

©i(Xiy1) = xlgr_l f(x) ¢

i+1

fan) ]

La fonction ¢; ainsi obtenue sera continue sur
i 5 Xi41]




s Toute fonction continue par morceaux sur un intervalle [a, b] est bornée.
Théoréme | o = e

Preuve

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b]
Soit o = (x, x4, ... x, ) une subdivision adaptée a f.
Soit M* = sup (If (xo) |, If e, .. | f (%))
|f| étant définie sur [a, b], M est réel.
Sur chaque intervalle du type lx; ; x;.1[ |f| est prolongeable par continuité en une fonction ¢; positive, continue sur
[x; ; x;+1]- ; étant continue sur [x; ; x;,,], d’apres le théoréme des bornes atteintes nous avons I'existence d’un M; réel tel
que : Vx € [x;;x44] @i(x) < M;
Et donc Vx €]x;; x04[ , If ()] < M;
Prenons M,, = max g<;<p—1 (M;) €t M = max (M, M)
Nous avons Vx € [a; b], |f(x)| < M

Toute fonction continue par morceaux sur un intervalle [a, b] est limite au sens de la convergence uniforme

Théoréeme , . . .
d’'une suite de fonction en escaliers.

Preuve

Bien entendu une fonction continue sur un intervalle est aussi une fonction continue par morceaux. Nous allons donc
restreindre la premiére partie de notre démonstration aux fonctions continues.

e 1°cas: f est continue sur [a, b]

Nous savons d’apres le théoréme de Heine que f est uniformément continue sur [a, b]
Ve >0,3n, > Otelsque V(x,y) € I |x —y| < n. =2 |[f(x) — f)I < ¢

. . . b—
Pour un & donné choisissons n tel que Ta <17,

Soit la famille des (xy)kepon telle que x, = a + @

Nous obtenons ainsi une subdivision (xg, x4, ... x,,) de [a;b] avec x, =aetx, =b
Soit (¢,)ney la suite de fonctions définie sur [a, b] par :

on(xx) = f(xi)

est une fonction en escalier.
Pn(Xisr) = f(xk+1)} ¥n

Vi €l Kl @n00) = £0x0) ot {

Pour n tel que b_Ta <71, , [a;b] est partagé en segments de longueur < 7,

X = xk
Vx € [a; b], nous avons 3 k € [[0,n] tel que { ou }
X €]xp; Xpeqa [

Dans le premier cas |f (x) — ¢, ()| = |f (xx) = @a(x)| =0
Dans le deuxiéme cas nous avons |x — x| < b_Ta <n.donc |f(x) — @, ()| <|f(x) —flxp) < ¢

(continuité uniforme de f sur [a; b])

Nous avons donc dans tous les cas Vx € [a; b, |[f(x) — ¢, ()| < & = If — @ullojap < €
Nous avons bien lirf If — @nlleofap) =0
n—+0oo

e 2éme cas : f est continue par morceaux sur [a, b]

Soit o = (x, x4, ... x, ) une subdivision adaptée & f avec x, =a etx, = b
Soit k € [0,p — 1], fix;;x,,[ €St Prolongeable en une fonction f, continue sur [x;; xj41]

D’apreés le cas précédent f; est limite au sens de la convergence uniforme d’une suite de fonctions en escalier
que Nnous NOMmMerons @y ,

Ve >0 3N, tq Vn 2 Ny Subrepym(|fe() = @ea(| < e
Or n'oublions pas que sur Jx; x,4+1[fx(x) = f(x) donc :

Ve >0 3N tq Vn = Ny Subrepner, |f () — @ren(®)| < &




Soit N = Maxyepop—17(Ni) et soitn = N

Vk € [[01 p]]' (p‘n,(xk) = f(xk)

Construisons ¢, la fonction suivante : et ; @, est une fonction en escalier.

Vx E]x; Xkr1[, @n(X) = @rn(x)

X = xk
Vx € [a; b], nous avons 3 k € [0, p] tel que { ou }

X €]xp; Xpan [

Dans le premier cas |f(x) — @, ()| = |f () — @n(x )| =0
Dans le deuxiéme cas nous avons |f(x) — @, ()| < |[f () = @rn(0)| < suUPreprprps (1f ) = Prn()| < €

Nous avons donc dans tous les cas Vx € [a; b], |f (x) — @, ()| < € = |If — @ulloojap < €
Nous avons bien la aussi “T lf = @nlleofap) =0
n-+oo

Remarque

La convergence uniforme d’une suite de fonctions en escalier vers une fonction continue par morceaux va
nous étre trés utile par la suite. En effet nous allons établir des propriétés sur les fonctions en escaliers qui
grace a cette convergence vont pouvoir étre étendues aux fonctions continues par morceaux.




