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Formes linéaires (Rappels)

Définition | Soit £ un K — ev. On appelle forme linéaire toute application linéaire de E dans K
Soit E = M, (K)
M, (K) - K
. a1 e Qip o
Exemple Q: A( o ) o T G est une forme linéaire.
Apq1 o Qpp
On appelle ¢(4) la trace de A (somme des éléments de sa diagonale) et on note ¢ (4) = tr(4)
Preuve
i1 o Qip bi1 . bin
v(1,u) € ]KZ,VA< ) etB < ) appartenant a M, (K)
ni - Qnn byys o bun
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tT‘()IA + ,U.B) = tr( ) Z Aak’k + I’lbk,k = AZ aklk + ,U.Z bk,k =1 tT(A) + ,U.tr(B)
k=1 k=1

Aan,l + #bn,l lan,n + :ubn,n k=1

Soit E un K — ev. Soit (e;);c; une base de E.

Soit i € I. L’application qui a tout x de E associe sa i —ieme coordonnée est appelée la i —ieme forme
coordonnée de E et est notée e; (x).

Par définition nous avons donc six € E, x =Y e/ (x) ¢

Définition

Soit E un K — ev muni d'une base (e, e,,e;) et soit le vecteur x = e; — 2e, + 3es.
Exemple Nous avons e (x) = 1; e;(x) = —2; e3(x) = +3; Nous avons donc bien
x =e;(x)e; +es(x)e; + e5(x)es

Propriété Les fornes coordonnées sont des formes linéaires, c’est-a-dire des applications linéaires de E dans K.

Preuve

Soient x et y deux vecteurs de E.x = Y, x; e, €ty = Y vi e
V(A p) €K Ax + py = Aier xi € + p Xier Vi€ = Xier(Ax; + 1y e
Donc Vi € I,e; (Ax + uy) = Ax; + uy; = Ae; (x) + ne; (y) donc e/ est linéaire.

Définition | Le noyau d’une forme linéaire non nulle définie sur un K — ev est appelé un hyperplan.

En dimension finie, si n représente la dimension du K — ev de départ, les hyperplans sont exactement les

Propriété : .
P sous-espaces de dimension n — 1.

Preuve

Soit E un K — ev de dimension n.
Soit H un hyperplan. Il est défini comme le noyau d’une forme linéaire sur E. Donc H = Kerf avec f forme linéaire sur E.
Imf = K. Donc dim(Imf) = 1. En appliquant le théoréme du rang, il vient dim H = dim(Kerf) =n — 1.
Réciproquement : Soit F un sev de E de dimension n — 1. Soit B = (e, e,, ...,_1) Une base de F.
D’apres le théoréeme de la base incompléte, il est possible de la compléter par un vecteur e,, de E tel que
B' = (eq, €3, ...e5_1,€, ) SOit une base de E.
Considérons I'application linéaire définie par vx € E, f(x) = e, (x)
Cette application est a valeur dans K. C’est une forme linéaire.
x€E Kerfof(x) =0k @e,(x) =0 x€F
F est bien le noyau d’une forme linéaire.

En dimension finie un hyperplan est représenté par 'ensemble des solutions d’'une équation linéaire

Remarque N
homogeéne.

Considérons dans R3? 'ensemble S des solutions de I'équation x — 2y + 3z =0
Nous pouvons considérer S comme Kerf, f étant définie par :

vx € R3, f(x) = ef (x) — 2e5(x) + 3e;(x)
Exemple | f est une combinaison linéaire de formes linéaires. C’est donc une forme linéaire. S est donc le noyau
d’'une forme linéaire. C’est un hyperplan.
Géomeétriguement nous constatons que dans R3 de dimension 3, S d’équation x — 2y + 3z = 0 représente
un plan vectoriel de dimension 2. Nous avons bien un hyperplan.

Soit E un K — ev.

[RESIEE H est un hyperplan dans E & E = H @ D avec D droite vectorielle non contenue dans H

Preuve




Soit H un hyperplan. H est le noyau d’'une forme linéaire non nulle ¢. Donc 3v € E telle que v & ker ¢.

Nous allons montrer que E = H @ Vect(v)

x €EHNVect(v) = @(x) =0etx =kv.Orsix = kvalors p(x) = @(kv) = k() or o(v) # 0donc ¢(x) =0ssik=0
ssi x = 0. L'intersection de ces deux ensemble est donc réduite au vecteur nul.

i _ 2@ — i) — 29 o) = _ e i
Soitx €EE. ¢ (x v) =) e ¢@(v) = 0donc x oV € Ker ¢. Soit u ce vecteur.

o)
Nous avons x — ZE—JSU =u=>x=u+ %v Donc E = H + Vect(v). Nous avons bien E = H @ Vect(v).

Réciproquement : Supposons E = H @ D avec D = vect(v) avec v € E
DoncVvVx € E,x = xy + xp = xy + A,v avec 1, € K.

Construisons I'application ¢ telle que Vx € H p(x) = 0etvx € D p(x) = A,
Nous avons donc Vx € E, p(x) = A,.

Montrons que ¢ est linéaire.

P(x) =15 0() = Ay ; 9Qx + 1) = ¢ (At + 1,0) + (v + 4,)) = P(Axy + puyy + Ay + y)v)
Axy + pyy € H donc o(Ax + py) = A4, + udy, = 2 @(x) + ue(y).
@ est bien linéaire a valeurs dans KK, c’est donc une forme linéaire. Ker ¢ = H. Donc H est bien un hyperplan.

Soit E un K — ev.
Théoréme | Soit H un hyperplan noyau de deux formes linéaires ¢ et .
Alors 31 € K* tel que ¢ = Y

Preuve

H noyau de la forme linéaire : ¢. Donc d’aprés le théoreme précédent E = H @ Vect(v) avec p(v) #0 (v € H)
Comme v ¢ H, on a aussi y(v) # 0.
Soitx € H.x = x4y + A, vavec A, # 0.

P(0) = @Oy + 2, v) = p(xy) + A,0() = 2,0 (v)

IP(x) = lp(xH + Ay v) = lp(xH) + Axlp(v) = Axlp(v)

Donc ¥ (x) = @(x) * zg; ;
Six € H,3(x) = @(x) = 0donc on a aussi (x) = ¢(x) * igi
Vx € E, P(x) = @(x) * @)
’ )

Remarque | Cela signifie concrétement qu’un hyperplan posséde une seule équation.

Soit E un K — ev de dimension n.

[RESIEE L’intersection de p hyperplans de E est un sous espace vectoriel de E de dimension au moins n — p

Preuve

Soit E un K — ev de dimension n.
Soient Hy, Hy, ... H, p hyperplans de E.
Soient ¢, 5, .... ¢, les p formes linéaires correspondantes.
®1(x)
On construit sur E I'applicati tell _ [ ™
pplication ¢ telle que Vx € E, p(x)
@p(x)
@ est une forme linéaire de E sur KP. (Le vérifier).
Le théoréme du rang nous donne :
dimE = dimKer ¢ +dimIm ¢
Ker ¢ = H; N H, N ...H,. Nous avons déja vu que l'intersection de plusieurs ev est un ev.
dim(H, NH, N ...H,) =dim E—dimIm ¢
Or Im(p) c¢ KP = dim(Im(p)) <p =>dim(H, NH, N ..H,)=n—p

Soit E un K — ev de dimension n.

[RESIEE Tout sous espace de dimension n — p est l'intersection d’exactements p hyperplans de E.

Preuve




Soit F un sev de dimension n — p.

Soit ey, e,, ... e,_,, Une base de F que I'on complete avec e,,_, 4, .... e, POUr avoir une base de E.

Soient e;,_,,1, ... e, les p formes coordonnées correspondant a e,_p,1, ... ;.
VxEF,x€efavecn—p+1<j<nDoncF c Ker(e,_p+1) N .. Ker(ey)

Réciproquement : Si x € Ker(ej) avecn —p + 1 < j < n alors x € Vect(e;)1sisn
i#j
Donc si x € Ker(ep_pi1) N ... Ker(ey) alors x € Vect(ey,e;,...q_p) @ X EF
D'ou F = Ker(ep_p+1) N ... Ker(ey)
F est bien l'intersection d’exactement p hyperplans de E.




