maths-prepa-sv.fr / mpsi

Lien primitive intégrale.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I a valeurs dans C avec a et b deux réels dans 1.
[—-C

Théoréme . A oo ,
La fonction F:{x 5 f;f(t)dt} est 'unique primitive de f s’annulant en a.

Preuve

Pour montrer que F est une primitive de f sur I il nous faut montrer que F est dérivable sur I et que Vx € I, F'(x) = f(x)
Soit x, € I. Montrons que F est dérivable en x, et que F'(x,) = f(x,)
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Une maniére astucieuse d’écrire f(x,) est f(x,) = %f;“hf(xo) dt avec h # 0
Nous avons alors :
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Si h > 0 nous avons :
F(xo + h) — F(xy)
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Si h < 0 nous avons : 0
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f est continue en x,. Cela signifie que :
Ve>0;In>0tqVx € [xo—mxo+ 1] [f(x) - fxo)l < ¢

En choisissant h tel que |h| < |n]| nous avons donc Vt € [ x, — |k];xo + [R]] |[f(t) — f(xo)| < ¢
(*) devient donc :

F(xo+h)—F 1| [*oth 1
o f)l (%) — fxo)| < |— f e dt < he |E| <e¢
X0
Et (*#) devient donc :
F(xo+h)—F 1) [*o 1
(% ’)1 (%o) — flxo)| < |— f e dt < |h|e |E| <g¢
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Nous avons donc :
F(xo +h) — F(xo)

Ve>0; An >0tqVh €[ —n;+n] h — fx)|<¢
Cela entraine :
F(xo +h) — F(xo)
hir[l] h =f(x)

F est donc dérivable en x, et son nombre dérivé est f(x,). Nous avons donc Vx € I, F'(x) = f(x).

F est donc bien une primitive de f s’annulant en a. Est-ce la seule ? Oui car nous savons que deux primitives d'une méme

fonction différent d’une constante. Donc si G est une autre primitive de f s’annulant en a, nous avons G = F + 4.
G@)=F@)+A1=>0=0+1=>1=0

G et F sont donc identiques.




Nous venons de rajouter une hypothése a la fonction f : la continuité et non plus la simple continuité par
morceaux. Cela n’est pas anodin. En effet si une fonction continue par morceaux admet une intégrale,
elle ne posséde pas forcément une primitive.

Prenons la fonction définie sur f = 1 .q).

Vx €[0;1] f(x) =1letvx €]—c0;0[U]1l;+o[ f(x) =0

Remarques : | Supposons que f admette une primitive F.

Nous avons Vx € [0;1] F'=1etVx €]—o;0[U]1;4+o F'=0

Nous avons donc Vx € [0;1] F(x) =x+Aavec A€ RetVx € |—0;0[U]1;+o[ F(x) =puavecu €R

F étant continue sur R, nous avons F(0) = 1 = xlir(r)1_ F(x)=u

Mais F(1) = 1+ 1= lir{1+ F(x) = u ce qui nous améne a une contradiction.
X—

Soit f une fonction continue sur un intervalle I a valeurs dans C avec a et b deux réels dans I.
Propriété Soit F une primitive quelconque de f

Alors [} f(t)dt = F(b) — F(a)

Preuve

Soit G(x) = f;f(t)dt. Nous avons vu que G est une primitive de f s’annulant en a. fabf(t)dt =GMb)—-0=G(b)—G(a)
Soit F une autre primitive de f. Nous savons que F et G sont liéespar F =G+ lavec 1€ C
Il vient fabf(t)dt =(FbB)— V) —(F@— 1) =Fb)—F(a)

Nous I'avions admis jusqu’a présent, nous avons maintenant la preuve immédiate de

fbaf(t)dt =— f:f(t)dt

Remarque

Intégraton par partie. IPP
Soient f et g deux fonctions appartenant a C*([a ; b], C)

b b
[ r@gwa = rog@: - [ rog @

Propriété

Preuve

La fonction t — f(t)g(t) est dérivable sur [a; b]

FOg®] = f'()g®) + f()g'®)
t - f(t)g(t) est donc la primitive de la fonction t » f'(t)g(t) + f(t)g'(t)

Nous avons donc [ f'()g(t) + f(£)g'(t) dt = fF(B)g(b) — fF(@g(a) = [, f(Og(®)dt + [, fF(O)g'®)dt = [F)g (O]}
b b
= [ F©g@dc = 1109 - [ rog @t

Changement de variable.
Soit ¢ une fonction C*([a;b],]) avec | c R
Propriété Soit f une fonction continue de J dans C

b @ (b)
[ ro@w =" rwa

@ (a)
Preuve

f est continue de ] dans C donc admet une primitive F.
¢ est dérivable continument sur [a ; b] et F est dérivable sur J
Donc Vx € [a;b], (Fo)'(x) = F'(p(x)) * ¢'(x) = f(p(x)) * ¢’ (x)
Remarquons que :

b @ (b)

| Fopy @)z = 1Foplt = Fop) — Fop(@) = [ ferat
a @(a)

Nous en déduisons d’aprés (*) que :

b b
f(t)dt=f (Fog)'(x)dx =f flp(x)) * ¢’ (x)dx

@(a) a a




Propriété

Nous I'avions admis dans le cas d’'une fonction continue par morceaux, nous pouvons le démontrer dans le

cas d’une fonction continue.

Soit f une fonction continue définie sur R et a valeur dans C.
On suppose f périodique de période T

Alors Va € R

| " e = | e

Preuve

fa”f(t)dt = fof(t)dt + fo(t)dt + fa”f(t)dt

Or le changement de variable ¢(t) =t + T avec ¢'(t) = 1 nous donne :

[T f@de = [T F(+Tyde = [ f(Dde

Nous avons donc [ f(t)dt = — [\' f(t)dt + [} f(t)dt + [} f(t)dt = [ f(t)dt




