maths-prepa-sv.fr / mpsi

Sommes de Riemann

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b] inclus dans R.
Alors lim £ 372 (a+52) = 1im Z25n £ (e +552) = 7 F(x) dx

n-+oco N
Théoreme | De plus si f € C1([a; b], R) alors

_ n-1 _ _ n _ b
nEerbnaZf<a+@):nl—i»erbna f<a w> ff(x)dx+0<1>

k=0 k=1

Preuve

Nous n’allons démontrer la premiére double égalité de ce théoréme que dans le cas ou f est continue.
Pour se représenter les sommes de Riemann rien de tel qu'un petit shéma
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Dans les deux cas nous approximons I'aire sous la courbe soit I'intégrale par la somme des aires des rectangles
représentés ci-dessus. Plus la largeur des rectangles est petite, plus cette approximation devient précise. A linfini cette
approximation n’en est plus une.

Nous allons démontrer le premier cas. Il suffit de construire la fonction en escalier ¢,, définie par :
on(x) = f(a+ kb- a)) pour x € [k(b 9, W] avec0<k<n-1

f étant continue sur [a; b] elle I'est uniformément. Cela signifie que :
Ve>03an>0tqVvx €la;b]Vy€Ela;b],lx—yl<n=>|f(x)—fO)|<e

Choisissons n pour que @ <7

Vx € [a;b] 3k € [0;n — 1] tel que a + (n D < x < g + &DED

Nous avons donc |f(x) — @, ()| < |f(x) = f (a + k(bT_a)) | mais x et a +

Donc |f(x) f(a+k(b a))| < ¢
Il vient donc :

(n sont distants d’'une longueur < —— (- - 9 <7

Vx € [a;b] |If(x) = ()| < €= |If = @nlloojap) < €

Nous avons donc “T Ilf = @nllooa;p) = O
n—-+oo

La fonction ¢, converge uniformément vers f.
Doncf f)dx = lim f on(x)dx = hm boa g1 (a+k(b a))

Dans le deuxiéme cas il suffit de construire la fonction en escalier ¢,, par:
k(b-a (k-1)(b-a)  (K)(b-a)
on() = f(a+% e

)pourxe[ - ; avecl1<k<n
Le reste de la démonstration est identique.

Dans le cas ou f est lipschitzienne de paramétre K, nous pouvons majorer I'erreur.
En effet reprenons le premier cas :
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Exemple

1
1+(3)
Enposanta=0;b=1etf(x) = 1+1x2
La fonction f étant continue par morceaux sur [0; 1]

Considérons la somme S, = Y323
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