
Sommes de Riemann  

Théorème 

Soit 𝑓𝑓 une fonction continue par morceaux sur [𝑎𝑎; 𝑏𝑏] inclus dans ℝ.  
Alors lim

𝑛𝑛→+∞

𝑏𝑏−𝑎𝑎
𝑛𝑛
∑ 𝑓𝑓 �𝑎𝑎 + 𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)

𝑛𝑛
� = lim

𝑛𝑛→+∞

𝑏𝑏−𝑎𝑎
𝑛𝑛
∑ 𝑓𝑓 �𝑎𝑎 + 𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)

𝑛𝑛
� =𝑛𝑛

𝑘𝑘=1 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑏𝑏
𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0  
 
De plus si 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶1([𝑎𝑎; 𝑏𝑏], ℝ) alors  

lim
𝑛𝑛→+∞

𝑏𝑏 − 𝑎𝑎
𝑛𝑛

�𝑓𝑓�𝑎𝑎 +
𝑘𝑘(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)

𝑛𝑛
� = lim

𝑛𝑛→+∞

𝑏𝑏 − 𝑎𝑎
𝑛𝑛

�𝑓𝑓�𝑎𝑎 +
𝑘𝑘(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)

𝑛𝑛
� =

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

+ 𝑂𝑂 �
1
𝑛𝑛
� 

 
Preuve 

Nous n’allons démontrer la première double égalité de ce théorème que dans le cas où 𝑓𝑓 est continue.  
Pour se représenter les sommes de Riemann rien de tel qu’un petit shéma 

  

𝑏𝑏 − 𝑎𝑎
𝑛𝑛

�𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑘𝑘)
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

=
𝑏𝑏 − 𝑎𝑎
𝑛𝑛

�𝑓𝑓�𝑎𝑎 +
𝑘𝑘(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)

𝑛𝑛
�

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

 
𝑏𝑏 − 𝑎𝑎
𝑛𝑛

�𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑘𝑘)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

=
𝑏𝑏 − 𝑎𝑎
𝑛𝑛

�𝑓𝑓 �𝑎𝑎 +
𝑘𝑘(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)

𝑛𝑛
�

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

 

Dans les deux cas nous approximons l’aire sous la courbe soit l’intégrale par la somme des aires des rectangles 
représentés ci-dessus. Plus la largeur des rectangles est petite, plus cette approximation devient précise. A l’infini cette 
approximation n’en est plus une.  

 
Nous allons démontrer le premier cas. Il suffit de construire la fonction en escalier 𝜑𝜑𝑛𝑛 définie par :  

𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑥𝑥) =  𝑓𝑓 �𝑎𝑎 + 𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

� pour 𝑥𝑥 ∈ [𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

;  (𝑘𝑘+1)(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

] avec 0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛 − 1 
 
𝑓𝑓 étant continue sur [𝑎𝑎; 𝑏𝑏] elle l’est uniformément. Cela signifie que :  

∀𝜀𝜀 > 0 ∃𝜂𝜂 > 0 tq ∀𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏] ∀𝑦𝑦 ∈ [𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏], |𝑥𝑥 − 𝑦𝑦| ≤ 𝜂𝜂 ⇒ |𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑦𝑦)| ≤ 𝜀𝜀 
 

Choisissons 𝑛𝑛 pour que (𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

≤  𝜂𝜂 
  
∀𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏] ∃𝑘𝑘 ∈ ⟦0;𝑛𝑛 − 1⟧ tel que 𝑎𝑎 + 𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)

𝑛𝑛
≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑎𝑎 + (𝑘𝑘+1)(𝑏𝑏−𝑎𝑎)

𝑛𝑛
 

Nous avons donc |𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑥𝑥)| ≤ |𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓 �𝑎𝑎 + 𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

� | mais 𝑥𝑥 et 𝑎𝑎 + 𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

 sont distants d’une longueur ≤ (𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

≤  𝜂𝜂 

Donc �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓 �𝑎𝑎 + 𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

�� ≤  𝜀𝜀 
Il vient donc :  

∀𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏] |𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑥𝑥)| ≤  𝜀𝜀 ⇒ ‖𝑓𝑓 − 𝜑𝜑𝑛𝑛‖∞,[𝑎𝑎;𝑏𝑏] ≤ 𝜀𝜀` 
 

Nous avons donc lim
𝑛𝑛→+∞

‖𝑓𝑓 − 𝜑𝜑𝑛𝑛‖∞,[𝑎𝑎;𝑏𝑏] = 0 
 

La fonction 𝜑𝜑𝑛𝑛 converge uniformément vers 𝑓𝑓.  
Donc ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑏𝑏

𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑥𝑥 = lim
𝑛𝑛→+∞

∫ 𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = lim
𝑛𝑛→+∞

𝑏𝑏
𝑎𝑎

𝑏𝑏−𝑎𝑎
𝑛𝑛
∑ 𝑓𝑓 �𝑎𝑎 + 𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)

𝑛𝑛
�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0  
 

Dans le deuxième cas il suffit de construire la fonction en escalier 𝜑𝜑𝑛𝑛 par :  
𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑥𝑥) =  𝑓𝑓 �𝑎𝑎 + 𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)

𝑛𝑛
� pour 𝑥𝑥 ∈ [(𝑘𝑘−1)(𝑏𝑏−𝑎𝑎)

𝑛𝑛
;  (𝑘𝑘)(𝑏𝑏−𝑎𝑎)

𝑛𝑛
] avec 1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛 

Le reste de la démonstration est identique.  
 
Dans le cas où 𝑓𝑓 est lipschitzienne de paramètre 𝐾𝐾, nous pouvons majorer l’erreur.  
En effet reprenons le premier cas :  

�� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥 −

𝑏𝑏 − 𝑎𝑎
𝑛𝑛

�𝑓𝑓�𝑎𝑎 +
𝑘𝑘(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)

𝑛𝑛
�

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

� = ��� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑎𝑎+(𝑘𝑘+1)(𝑏𝑏−𝑎𝑎)

𝑛𝑛

𝑎𝑎+𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

−�� 𝑓𝑓 �𝑎𝑎 +
𝑘𝑘(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)

𝑛𝑛
�

𝑎𝑎+(𝑘𝑘+1)(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

𝑎𝑎+𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

� 
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�� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥 −

𝑏𝑏 − 𝑎𝑎
𝑛𝑛

�𝑓𝑓�𝑎𝑎 +
𝑘𝑘(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)

𝑛𝑛
�

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

� ≤ ��� 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓 �𝑎𝑎 +
𝑘𝑘(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)

𝑛𝑛
�

𝑎𝑎+(𝑘𝑘+1)(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

𝑎𝑎+𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

�

≤ � �� 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓 �𝑎𝑎 +
𝑘𝑘(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)

𝑛𝑛
�

𝑎𝑎+(𝑘𝑘+1)(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

𝑎𝑎+𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑥𝑥�
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

≤ �� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓 �𝑎𝑎 +
𝑘𝑘(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)

𝑛𝑛
��

𝑎𝑎+(𝑘𝑘+1)(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

𝑎𝑎+𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

≤ �� 𝐾𝐾 �𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 −
𝑘𝑘(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)

𝑛𝑛
�

𝑎𝑎+(𝑘𝑘+1)(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

𝑎𝑎+𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛

≤ 𝐾𝐾
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

� �
1
2
�𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 −

𝑘𝑘(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)
𝑛𝑛

�
2

�
𝑎𝑎+𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)

𝑛𝑛

𝑎𝑎+(𝑘𝑘+1)(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
𝑛𝑛𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

≤
𝐾𝐾
2
�

(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)2

𝑛𝑛2
≤

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

𝐾𝐾
2

(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)2

𝑛𝑛
 

 
Nous avons bien 𝐾𝐾

2
(𝑏𝑏−𝑎𝑎)2

𝑛𝑛
= 𝑂𝑂 �1

𝑛𝑛
� 

 
 

Exemple 

Considérons la somme 𝑆𝑆𝑛𝑛 = ∑ 1

1+�𝑘𝑘𝑛𝑛�
2

𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0  

En posant 𝑎𝑎 = 0 ; 𝑏𝑏 = 1 et 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
1+𝑥𝑥2

 nous avons 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑏𝑏−𝑎𝑎
𝑛𝑛
∑ 𝑓𝑓 �𝑎𝑎 + 𝑘𝑘(𝑏𝑏−𝑎𝑎)

𝑛𝑛
�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0  
La fonction 𝑓𝑓 étant continue par morceaux sur [0 ; 1] 
 
Nous avons lim

𝑛𝑛→+∞
𝑆𝑆𝑛𝑛 = ∫ 1

1+𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑥𝑥 = [𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝑎𝑎𝑛𝑛(𝑥𝑥)]01 = 𝜋𝜋

4
1
0  

 


