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Produit scalaire

Soit E un R —ev
On appelle produit scalaire une forme bilinéaire ¢ : E? - R symétrique, définie, positive.
Lexique :

e @ symétrique © VY(x,y) € E2 ¢(x,y) = ¢(y,x)

Définition e (¢ positive © Vx € E,p(x,x) =0
e @définies VxeE p(x,x)=0=>x=0
Le produit scalaire entre deux vecteurs x et y peut aussi étre noté (x|y) ou x.y
Posons E = C([0;1],R)
Exemple

@ définie par V(f,g) € E? o(f,g) = folf(x)g(x)dx est un produit scalaire.

Preuve

La linéarité de I'intégrale nous donne la bilinéarité de ¢

v(f,g) € E* folf(x)g(x)dx = folg(x)f(x)dx donc ¢ est symétrique.

VfEE o(f.f)= folfz(x)dx. x — f%(x) est positive sur [0; 1] donc folfz(x)dx > 0= g positive
VFEEp(,fl=0e folfz(x)dx =0 e Vx € [0;1] f2(x) = 0 (car f?continue) © Vx € [0; 1] f(x) = 0 = ¢ définie

Soit E = R™ muni de sa base canonique.
Exemple @ définie par V(X,Y) € EZ ¢(X,Y) = ;'XY est un produit scalaire.
¢ est appelé produit scalaire canonique sur R"
Preuve

V(X;,X,,Y) €E? Y(Au) € R?

@ est donc linéaire a gauche. La méme démonstration se fait a droite et nous améne a ¢ bilinéaire.

Xq Y1
v X ( ) EEVY ( ) EE, p(X,Y) = XY =¥, x;y; =YX = (Y, X) donc ¢ symétrique
le Yn

X1
vx<...> EE, o(X,X) =YL, x% Y x;* = 0 donc ¢ positive
Xn
", x2=0>Vi€e[l,n]x;=0= X = 0xn donc ¢ définie

| Zij=1
Soit E = M, ,(R)

Exemple @ définie par V(X,Y) € E2 ¢(X,Y) = tr(;'XY) est un produit scalaire.

@ est appelé produit scalaire canonique sur M, ,(R)

Preuve

tr[AAX, Y + wAX, Y] = Atr[HX, Y] + ur X, Y] = A (X, Y) + pe(X,,Y)

@ est donc linéaire a gauche. La méme démonstration se fait a droite et nous améne a ¢ bilinéaire.

Ay - Qg bii . bip
V(4,B) € EZ,A< ) etB| . . ],
Api o Qup bpi o bpy
Ci1 o Cin dig . din
@(A,B) = *AB = C( ),(p(B,A) = BA = D( )
Chi - Cnn dps o dpn

Avec ¢;; = Yp_y ayiby; = tr(C) = X0 Yioy by €t d;j = Yioy byag; = tr(D) = X0_ Yoy byiay,
Il vient tr(C) = tr(D) = ¢(A,B) = ¢(B,A) = ¢ symétrique
o(4,4) =30 YR a;*;Donc 9(4,4) =0 = ¢ positive

pA,A)=0>Vie[lpl,vke[L,n] a,;=0=>A= 0y, ,(R) = @ définie

e Un R —ev muni d’'un produit scalaire est appelé espace préhilbertien réel

Définition e Un espace prehilbertien réel est appelé espace euclidien.




