
Produit scalaire  

Définition 

Soit 𝐸𝐸 un ℝ −ev  
On appelle produit scalaire une forme bilinéaire 𝜑𝜑 : 𝐸𝐸2 → ℝ symétrique, définie, positive.  
Lexique :  

• 𝜑𝜑 symétrique ⇔  ∀(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐸𝐸2  𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝜑𝜑(𝑦𝑦, 𝑥𝑥) 
• 𝜑𝜑 positive ⇔  ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸,𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) ≥ 0 
• 𝜑𝜑 définie ⇔  ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸,𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) = 0 ⇒ 𝑥𝑥 = 0 

 
Le produit scalaire entre deux vecteurs 𝑥𝑥 et 𝑦𝑦 peut aussi être noté (𝑥𝑥|𝑦𝑦) ou 𝑥𝑥.𝑦𝑦 

Exemple 
Posons 𝐸𝐸 = 𝐶𝐶([0 ; 1],ℝ) 

𝜑𝜑 définie par ∀(𝑓𝑓,𝑔𝑔) ∈ 𝐸𝐸2 𝜑𝜑(𝑓𝑓,𝑔𝑔) = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑1
0  est un produit scalaire. 

Preuve 
La linéarité de l’intégrale nous donne la bilinéarité de 𝜑𝜑 
∀(𝑓𝑓,𝑔𝑔) ∈ 𝐸𝐸2  ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑1

0 = ∫ 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑1
0  donc 𝜑𝜑 est symétrique.  

∀ 𝑓𝑓 ∈ 𝐸𝐸,𝜑𝜑(𝑓𝑓, 𝑓𝑓) = ∫ 𝑓𝑓2(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑1
0 . 𝑥𝑥 → 𝑓𝑓2(𝑥𝑥) est positive sur [0; 1] donc ∫ 𝑓𝑓2(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑1

0 ≥ 0 ⇒  𝜑𝜑 positive 
∀ 𝑓𝑓 ∈ 𝐸𝐸 𝜑𝜑(𝑓𝑓, 𝑓𝑓) = 0 ⇔ ∫ 𝑓𝑓2(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑1

0 = 0 ⇔ ∀𝑥𝑥 ∈ [0; 1] 𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = 0 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑓𝑓2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) ⇔ ∀𝑥𝑥 ∈ [0; 1] 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⇒  𝜑𝜑 définie 

Exemple 
Soit 𝐸𝐸 =  ℝ𝑛𝑛 muni de sa base canonique.  

𝜑𝜑 définie par ∀(𝑋𝑋,𝑌𝑌) ∈ 𝐸𝐸2 𝜑𝜑(𝑋𝑋,𝑌𝑌) = 𝑋𝑋𝑋𝑋⬚
𝑡𝑡  est un produit scalaire. 

𝜑𝜑 est appelé produit scalaire canonique sur ℝ𝑛𝑛 
Preuve 

∀(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2,𝑌𝑌) ∈ 𝐸𝐸2  ∀(𝜆𝜆,μ) ∈ ℝ2  
𝜑𝜑(𝜆𝜆𝑋𝑋1 + μ𝑋𝑋2,𝑌𝑌) = (𝜆𝜆𝑋𝑋1 + μ𝑋𝑋2)𝑌𝑌 = (𝜆𝜆 𝑋𝑋1 +⬚

𝑡𝑡
⬚
𝑡𝑡 μ 𝑋𝑋2)⬚

𝑡𝑡 𝑌𝑌 = 𝜆𝜆 𝑋𝑋1𝑌𝑌 + μ 𝑋𝑋2⬚
𝑡𝑡 𝑌𝑌 = 𝜆𝜆⬚

𝑡𝑡 𝜑𝜑(𝑋𝑋1,𝑌𝑌) + μ𝜑𝜑(𝑋𝑋2,𝑌𝑌) 
𝜑𝜑 est donc linéaire à gauche. La même démonstration se fait à droite et nous amène à 𝜑𝜑 bilinéaire.  

∀ 𝑋𝑋�
𝑥𝑥1
…
𝑥𝑥𝑛𝑛
� ∈ 𝐸𝐸,∀ 𝑌𝑌 �

𝑦𝑦1
…
𝑦𝑦𝑛𝑛
� ∈ 𝐸𝐸, 𝜑𝜑(𝑋𝑋,𝑌𝑌) = 𝑋𝑋𝑋𝑋⬚

𝑡𝑡 = ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖 =𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 𝑌𝑌𝑌𝑌⬚

𝑡𝑡 = 𝜑𝜑(𝑌𝑌,𝑋𝑋) donc 𝜑𝜑 symétrique 

∀ 𝑋𝑋�
𝑥𝑥1
…
𝑥𝑥𝑛𝑛
� ∈ 𝐸𝐸, 𝜑𝜑(𝑋𝑋,𝑋𝑋) = ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 . ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ≥ 0 donc 𝜑𝜑 positive 

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 0 ⇒ ∀𝑖𝑖 ∈ ⟦1,𝑛𝑛⟧ 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 0 ⇒ 𝑋𝑋 = 0ℝ𝑛𝑛 donc 𝜑𝜑 définie 

Exemple 
Soit 𝐸𝐸 =  ℳ𝑛𝑛,𝑝𝑝(ℝ) 

𝜑𝜑 définie par ∀(𝑋𝑋,𝑌𝑌) ∈ 𝐸𝐸2 𝜑𝜑(𝑋𝑋,𝑌𝑌) = 𝑡𝑡𝑡𝑡( 𝑋𝑋𝑋𝑋⬚
𝑡𝑡 ) est un produit scalaire. 

𝜑𝜑 est appelé produit scalaire canonique sur ℳ𝑛𝑛,𝑝𝑝(ℝ) 

Preuve 

Remarquons que si 𝑋𝑋 ∈ ℳ𝑛𝑛,𝑝𝑝(ℝ) et 𝑌𝑌 ∈ ℳ𝑛𝑛,𝑝𝑝(ℝ) alors 𝑋𝑋𝑋𝑋⬚
𝑡𝑡 ∈ ℳ𝑝𝑝(ℝ) et prendre la trace de cette matrice est possible.  

∀(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2,𝑌𝑌) ∈ 𝐸𝐸2  ∀(𝜆𝜆,μ) ∈ ℝ2 𝜑𝜑(𝜆𝜆𝑋𝑋1 + μ𝑋𝑋2,𝑌𝑌) = 𝑡𝑡𝑡𝑡[ (𝜆𝜆𝑋𝑋1 + μ𝑋𝑋2)𝑌𝑌] = 𝑡𝑡𝑡𝑡[(𝜆𝜆 𝑋𝑋1 +⬚
𝑡𝑡

⬚
𝑡𝑡 μ 𝑋𝑋2)⬚

𝑡𝑡 𝑌𝑌] =
𝑡𝑡𝑡𝑡[𝜆𝜆 𝑋𝑋1𝑌𝑌 + μ 𝑋𝑋2⬚

𝑡𝑡 𝑌𝑌] = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆[⬚
𝑡𝑡 𝑋𝑋1𝑌𝑌]⬚

𝑡𝑡 + μtr[ 𝑋𝑋1𝑌𝑌]⬚
𝑡𝑡 = 𝜆𝜆 𝜑𝜑(𝑋𝑋1,𝑌𝑌) +  μ𝜑𝜑(𝑋𝑋2,𝑌𝑌) 

𝜑𝜑 est donc linéaire à gauche. La même démonstration se fait à droite et nous amène à 𝜑𝜑 bilinéaire.  
 

∀(𝐴𝐴,𝐵𝐵) ∈ 𝐸𝐸2,𝐴𝐴�
𝑎𝑎1,1 … 𝑎𝑎1,𝑝𝑝
… … …
𝑎𝑎𝑛𝑛,1 … 𝑎𝑎𝑛𝑛,𝑝𝑝

�  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐵𝐵�
𝑏𝑏1,1 … 𝑏𝑏1,𝑝𝑝
… … …
𝑏𝑏𝑛𝑛,1 … 𝑏𝑏𝑛𝑛,𝑝𝑝

� , 

𝜑𝜑(𝐴𝐴,𝐵𝐵) = 𝐴𝐴𝐴𝐴⬚
𝑡𝑡 = 𝐶𝐶 �

𝑐𝑐1,1 … 𝑐𝑐1,𝑛𝑛
… … …
𝑐𝑐𝑛𝑛,1 … 𝑐𝑐𝑛𝑛,𝑛𝑛

� ,𝜑𝜑(𝐵𝐵,𝐴𝐴) =  𝐵𝐵𝐵𝐵⬚
𝑡𝑡 = 𝐷𝐷 �

𝑑𝑑1,1 … 𝑑𝑑1,𝑛𝑛
… … …
𝑑𝑑𝑛𝑛,1 … 𝑑𝑑𝑛𝑛,𝑛𝑛

� 

Avec 𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑗𝑗 = ∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑏𝑏𝑘𝑘,𝑗𝑗
𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 ⇒ 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝐶𝐶) = ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑏𝑏𝑘𝑘,𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑘𝑘=1

𝑝𝑝
𝑖𝑖=1  et 𝑑𝑑𝑖𝑖,𝑗𝑗 = ∑ 𝑏𝑏𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑎𝑎𝑘𝑘,𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 ⇒  𝑡𝑡𝑡𝑡(𝐷𝐷) = ∑ ∑ 𝑏𝑏𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑎𝑎𝑘𝑘,𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑘𝑘=1

𝑝𝑝
𝑖𝑖=1  

 
Il vient 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝐶𝐶) =  𝑡𝑡𝑡𝑡(𝐷𝐷)  ⇒ 𝜑𝜑(𝐴𝐴,𝐵𝐵) = 𝜑𝜑(𝐵𝐵,𝐴𝐴) ⇒  𝜑𝜑 symétrique 
 
𝜑𝜑(𝐴𝐴,𝐴𝐴) = ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘,𝑖𝑖

2 ; 𝑛𝑛
𝑘𝑘=1

𝑝𝑝
𝑖𝑖=1 Donc 𝜑𝜑(𝐴𝐴,𝐴𝐴) ≥ 0 ⇒  𝜑𝜑 positive 

 
𝜑𝜑(𝐴𝐴,𝐴𝐴) = 0 ⇒ ∀𝑖𝑖 ∈ ⟦1, 𝑝𝑝⟧, ∀𝑘𝑘 ∈ ⟦1,𝑛𝑛⟧  𝑎𝑎𝑘𝑘,𝑖𝑖 = 0 ⇒ 𝐴𝐴 = 0ℳ𝑛𝑛,𝑝𝑝(ℝ) ⇒  𝜑𝜑 définie 

Définition • Un ℝ−ev muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien réel 
• Un espace préhilbertien réel est appelé espace euclidien.  
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