
Produit scalaire. Bases 

Propriété 
Soit 𝐸𝐸 un espace euclidien muni d’un produit scalaire noté ( .  | . ) 
Soit (𝑒𝑒𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛 une base orthonormée de 𝐸𝐸 

Alors les coordonnées de 𝑥𝑥 vecteur quelconque de 𝐸𝐸 sont les (𝑒𝑒𝑖𝑖|𝑥𝑥)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛 
Preuve 

Soit 𝑥𝑥 = ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1  nous avons �𝑒𝑒𝑗𝑗�𝑥𝑥� = �𝑒𝑒𝑗𝑗� ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 � = 𝑥𝑥𝑗𝑗 pour 1 ≤ 𝑗𝑗 ≤ 𝑛𝑛 

Remarque En d’autres termes en posant (𝑒𝑒𝑗𝑗∗)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛 la base duale de (𝑒𝑒𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛 
Nous avons ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸, 𝑒𝑒𝑗𝑗∗(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑗𝑗 = (𝑒𝑒𝑗𝑗|𝑥𝑥) 

Propriété 

Soit 𝐸𝐸 un espace euclidien muni d’un produit scalaire noté ( .  | . ) 
Soit (𝑒𝑒𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛 une base orthonormée de 𝐸𝐸 

Soient 𝑋𝑋 �
𝑥𝑥1
…
𝑥𝑥𝑛𝑛
� et 𝑌𝑌 �

𝑦𝑦1
…
𝑦𝑦𝑛𝑛
� les matrices colonnes des coordonnées de deux vecteurs quelconques de 𝐸𝐸 

dans la base (𝑒𝑒𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛.  

Nous avons ( 𝑥𝑥 | 𝑦𝑦 ) = 𝑋𝑋⬚
𝑡𝑡 𝑌𝑌 et ‖𝑥𝑥‖ = � 𝑋𝑋⬚

𝑡𝑡 𝑋𝑋  

Preuve 

( 𝑥𝑥 | 𝑦𝑦 ) = ( ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1  | ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1  ) = ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 𝑋𝑋⬚

𝑡𝑡 𝑌𝑌 et ‖𝑥𝑥‖ = �( 𝑥𝑥 | 𝑥𝑥 ) = � 𝑋𝑋⬚
𝑡𝑡 𝑋𝑋  

Théorème 
de la base 

orthonormée 
incomplète 

Soit 𝐸𝐸 un espace euclidien muni d’un produit scalaire noté ( .  | . ) et de dimension 𝑛𝑛 
Soit 𝑒𝑒1, … 𝑒𝑒𝑝𝑝 une famille orthonormale de 𝐸𝐸 avec 𝑝𝑝 ≤ 𝑛𝑛 
Alors il est possible de compléter (𝑒𝑒𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑝𝑝 en (𝑒𝑒𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛 pour que (𝑒𝑒𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛 soit une base de 𝐸𝐸 

Preuve 
Soit 𝐴𝐴 = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑒𝑒𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑝𝑝 ;𝐸𝐸 =  𝐴𝐴⊕ 𝐴𝐴⊥ 
Soit (𝑒𝑒𝑖𝑖)𝑝𝑝+1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛 une base orthonormée de 𝐴𝐴⊥.  

Alors (𝑒𝑒𝑖𝑖)1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛 est une base orthonormée de 𝐸𝐸 
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