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Norme et produit scalaire

Théoréme Soit E un R —ev muni d’un produit scalaire ¢
Inégalité de V(x,y) € E* o, y)| < Vo, x)\J oy, y)
Cauchy
Schwartz | || n’y a égalité que dans le cas ou x et y sont colinéaires.
Preuve
e Soit1eR.

V(x,y) € E? o(x + Ay, x + Ay) = ¢(x,x) + 0 (1,¥) + 22¢(x,y) = P(2)
Or nous savons que V(x,y) € E2 p(x + Ay, x + 1y) =0
P polynéme du second degré en A posséde donc un discriminant négatif puisque toujours positif.

llvient 4 =4 @?(x,y) —4 9(x,x) 9(1,y) < 0= ¢?(x,y) < 9(x,x) p(1,¥) = le(x, Y| < Jo(x, )|/ o, ¥)
e Le cas d’égalité entraine la nullité du discriminant et donc I'existence d’un 4, tel que P(1,) =0
Or nous savons que @(x + 15y, x + 1,y) = 0 = x + A,y = 0 puisque ¢ définie. Donc x et y sont colinéaires.
Réciproquement si x et y sont colinéaires alors y = Ax

loCe, I = 1o (x, A0 = [Alle(x, )| = VIp G, DWIARlex 0] = o lx, )V e, )

Il n’est pas indispensable que ¢ soit un produit scalaire pour que l'inégalité de Cauchy Schwartz :

Remarque | |p(x,y)| </ o(x,x)/o(y,y) fonctionne. Une forme bilinéaire symétrique positive suffit. La démonstration
ci-dessus devrait vous en convaincre.

e ¢(x,x) positive donc Vx € E, ||x|| est défini et positif.
o ¢(x,x)définiedonc [|x]|=0=>x=0

e x+yll=yox+y,x+y).0Orox+y,x+y) =¢lxx)+oly) +2¢0xy)

Soit E un R —ev
On appelle norme sur E toute application N :{
e Vx€ E,VA€RN(Ax) = |A|N(x)

E - R*

x = N (x)} vérifiant les propriétés suivantes.

Detuges e Vxe ENx)=0=>x=0
e V(x,y) € E2N(x+y) < N(x) + N(y) (Inégalité triangulaire)
On désigne souvent N(x) par ||x||
Soit E un R —ev muni d’un produit scalaire ¢
Théoréme E - R*

L’application {x . W} est une norme sur E. On I'appelle norme associée au produit scalaire ¢

Preuve

e Vx€ E,VAER,/p(x, Ax) =|A|\/o(x,x)

e ¢ définiedonc Jo(x,x)=0=2>x=0

o V() € B2 o +y,x + )| < oG 0| + o0,y + 2lpG )] < (Vo) + (o) + 2J90 000,
(VoG +yx+9) < (Vo) +Vo0.») = Vol +y,x+9) < Vo) + /o0,y

e L’inégalité de Cauchy Schwartz peut donc s’écrire |(x|y)| < |[yv|l|lx]|
Nous retrouvons une inégalité bien connue du produit scalaire dans le plan. Avec (x|y) =

ly[l1lx]lcos (%)
e Un vecteur de norme 1 est dit unitaire.

Remarque

De la méme maniére que dans le plan il est possible de remonter au produit scalaire a partir de la norme. Ce
sont les égalités dites de polarisation.

Propriété 1
Cely) =2 {llx + yIIZ = lxl? = lyll*] =

[l + yII2 = llx = ¥lI]

M| =

Preuve

[l + y1I2 = llxlI* = llylI?]
—llx +ylI? = 4(xly) =

N =

lx +ylI? = ex +y,x+¥) = (6, ) + o, ¥) + 20(x,y) = lIx|I* + lIylI* + 2(x[y) = (x]y) =
lx = ylI? = px —y,x —y) = o(x,x) + (¥, y) — 2<pl(x.y) = [Ix]I? + lIyll* — 2(x|y) = llx — ylI
Cely) = 2 [llx + ylIZ = llx = yll*]

~N

v(Cx,y) € E? |llxll = lIylll < llx + vl < llxll + llyll

Propriété I o s . R
P L’inégalité de droite n’étant une égalité que dans les cas ou x et y sont colinéaires de méme sens

Preuve




L'inégalité de droite ||x + y|| < |lx|| + |l¥|l a déja été montrée. |l nous reste & montrer le cas d’égalité.
llx + yll = llxll + llyll = llx + 1% = llx]1? + [lylI> + 2[|x|{ly]l
Orllx+yll> = +y,x+y) =0 x)+ o y) +20xy) = lIx]I* + Iyl* + 2¢(x,y)
Donc [|x + vIIZ = lIx]1 + IVl + 2lIx]lllyll = @, y) = lIx]lllyll = x et y colinéaires (Inégalité de Cauchy Scwartz)
Orsiy = Ax, (x,y) = 1 p(x,x) donc 1 ¢(x,x) = ||x||[|Ax|| = A = 0. La réciproque est évidente.
L’inégalité de gauche se montre ainsi :
Vie,y) € E* Ixll = llx +y =yl < llx + yll + =yl < llx + Il + llyll = llxll = Iyl < llx + yl
De méme |ly|l = [lx +y — x|l < llx + yll + [[=x[| < [[x + Il + lIx|l = Iyl = lx]l < llx + ylI
Nous avons donc bien :
v(x,y) € E*|llxll = llylll < llx + yll




