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Produit scalaire. Orthogonalité. Supplémentaires

Soit E un R —ev muni d’un produit scalaire noté (. |.)

Définition | Des vecteurs x et y sont orthogonaux si et seulement (x|y) =0.Onnote x L y

Remarque | Le vecteur nul est le seul vecteur orthogonal a tous les vecteurs de E

Définition | Une famille (x;);c; est dite orthogonale si et seulement si V(i,j) € I* avec i # j, x;|x; = 0

Une famille (x;);c; est dite orthonormale si et seulement si elle est orthogonale et que tous ses vecteurs

DT sont de norme 1.
e Lesvecteurs ?((1)) etf((l)) forment une famille orthonormale de R? pour le produit scalaire vu au
Exemple lycee.
P e Les fonctions (fn(x))neN* définies par f,(x) = %cos nx constituent une famille orthonormée pour le
produit scalaire (f|g) = foznf(t)g(t) dt définie dans C([0,27], R)

Preuve

Si le premier point ne présente pas de difficulté, le deuxieme point mérite d’étre approfondi.

(falfn) = foznfnz(t) dt = %fom cos?(nt) dt.

1+cos2x 1+cos2nt

Or nous savons que 1+ cos2x = 1+ 2cos?x — 1 = 2cos?x = cos?x = = cos?(nt) = .
1 (2m 1+cos2 1 c2m1 2m cos2 1, , Y
lf) == 1," ”f ot = ~Jy pde+ [T Mdr=1+ [, sin2nt]§" = 1. Les vecteurs sont donc tous bien unitaires.

Pourm = n, (f3lfn) = %fozn cosnt cosmt dt.
Or nous savons que cosacosb = %[cos(a + b) + cos(a — b)]. ll vient cosnt cosmt = %[cos(m + n)t + cos(m — n)t]

(falfm) = %fozn[cos(m +n)t + cos(m — n)t] dt = % [

sinmin)t | sinm-mtar _ o |4 famille est bien orthogonale.

m+n m-n

Propriété Une famille orthogonale (x;);c; de vecteurs non nuls est libre

Preuve

Soit (x;);¢; une famille orthogonale de vecteurs non nuls.
Soit (4;);e; une famille de réels.
Yiedixi=0=>Vj €L (x| YA xi) = 0= 4(x;]x;) = 0= 2 = 0 puisque x; est non nul. La famille est bien libre.

Soit X une partie de E. On note X1 = {x € E tel que Vy € X, x|y = 0}

e On appelle X+ l'orthogonal de X.

Propriété X+ estun sev

Preuve

X* est non vide puisque contient le vecteur nul.
Vx EXL,vyeXL,VIERVZEX, (x+Ay|z) = (x|z) + A(y|z) = 0 donc x + Ay € X+

Propriété Si X est un sev alors X et X* sont en somme directe.

Preuve

xXEXNXt=2xlx=0=>x=0g

Nous avons X n X+ = {0;} mais nous n'avons pas forcément E = X @ X*. Nous verrons plus loin dans le
Remarque | chapitre sur les bases orthonormales dans quel cas nous pouvons affirmer que les deux sev sont en
somme directe.

Propriété | SiX estun sev de dimension finie alors E = X @ X*

Propriété Soit F une partie de E. Soit X = vect(F).

Alors X+ = F*

Preuve

Soitx € X*. F c X donc x € Ft il vient X* c F*
Soitx € FL. Soity € X. y =Y, Aif;avec Vi€ I,f; €F
Donc x|y = x| Yie; Aifi = X Lilx|f;) = 0donc x € X1, F+ c x¥
Nous avons bien X+ = F*




Soit X une partie de E.

Propriété X c (xHt
Preuve
Soit y € X* et x € X. Nous avons x|y = 0 donc x € (X1)*.
X c (X_L)J_

Remarque | Nous n'avons pas en général X = (X1)*

Théoreme Soit (x;);e1,ny Une famille orthogonale.
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C’est le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
Soit (u;);ep1,n Une famille libre de vecteurs de E
Il existe une famille orthonormale (e;);c[11 telle que Vk € [1,n] vect(uy, uy, ....u;) = vect(ey, ey, ....€)
Pour la construire de proche en proche il suffit de poser :
w, — 5 (egluy e

+
”uk - Z{':ll(eiluk)ei”

Théoreme.

ek=

Preuve

La preuve se fait par récurrence sur k.

Soit P(k) : Il existe une famille orthonormale (e;) ;e[ ] telle que Ym € [1,k] vect(uy, up, ....uy) = vect(ey, e;, ....€p)

Initialisation : k = 1

Il suffit de poser e; = —
[lall

Nous pouvons continuer avec k = 2 pour nous fixer les idées.

Posons e, = ”Zﬁ et & = u; — (uzle))ey ; E3ler = (uzley) — (uzle) =0doncé; L ey

é, peut-il étre nul ? si oui cela signifie que u, colinéaire a e; donc a u;. Or u, et u, sontlibres, donc é, # 0

Nous pouvons le normer. Posons e, = % ; La famille e,, e, est donc une famille orthonormale.
Vect(ey, e;) = Vect(eg, uy) = Vect(uy, uy)

Nous avons donc bien (e, e,) orthonormale, vect(e;) = vect(u,) et Vect(e,, e,) = Vect(uy,u,)

; vect(e;) = vect(u,) et e; est unitaire.

Hérédité : Supposons que P(k) soit vraie et montrons P(k + 1)
Nous disposons de (e;) ;e[ telle que Ym € [1, k] vect(uy, uy, ....uy) = vect(ey,e;, ....ey)
Posons g7 = Uyy1 — 2isq (ei|ugsa)e;
Nous avons Vj € [1, k] (@r1le;) = (wkrr — Dhcs(eilursi)er lej) = s |e; — €jlugss = 0
Donc la famille (ey, e,, .... ey, €x+1 ) est orthogonale.
€1 peut-il étre nul. Si oui cela signifie que u,,, € Vect(ey, ey, ....e) or Vect(eq, e, ....e) = Vect(uy, uy, ....uy)
Donc cela signifierait aussi que ;.1 € Vect(uy,u,, ....u,) ce qui est impossible puisque la famille (u;);c[1,,p €st libre.
Upr1—Th (eilurs1)e;
lltres1—ZE ; CeilugaDeq]|
La famille (e, e,, .... ek, ex+1 ) €st orthonormale. D’aprés al construction de e, nous avons
Vect(ey, ey, .... e, ex11) = Vect(ey, ey, ..., Uryq) = Vect(eq, ey, ... ) + Vect (U ) = Vect(uy, uy, ... uy) + Vect (Ug 1)
= Vect(uq, u,, e Upgq)
La famille (eq, ey, .... ek, ex4+1 ) remplit donc totalement I'objectif.
Conclusion :
Il existe une famille orthonormale (e;);c[1,n5 telle que Vk € [1,n] vect(uy, u,, ....ux) = vect(ey, ey, ....ex)

Donc g, ;7 # 0. Nous pouvons le normer. Posons e, =

Soit E un espace euclidien muni d’'un produit scalaire noté (. |.)

Théoréme . ]
E posséde une base orthonormée.

Preuve

E étant de dimension finie, il admet une base. En appliquant I'algorithme de Gram-Schmidt a cette base on obtient une
autre base orthonormée.

Soit E un espace préhilbertien réel muni d’un produit scalaire noté (. |.)
Soit X un sev de E de dimension finie.

Alors X+ est un supplémentaire de X dans E il est unique. De plus X1+ =X
Si E est de dimension finie aussi alors dim(X+) = dim(E) — dim (X)

Théoréeme

Preuve




Nous savons déja que X+ et X sont en somme directe.
Soit (e;)1<i<p Une base orthonormée de X
Vx EE,x =x; +x,

Avec x; =x— Y1 (el x)eetx, =% (e x)e
Remarquons que x, € X et que Vj € [1,p] (el x;,) = (e]-| x =Y (el x)ei) =(elx)—(elx)=0
x, étant orthogonal a tout vecteur de base de X nous en déduisons que x; € X+
Nous avons donc montré que E = X + X' ce qui avec la somme directe nous suffit pour dire que E = X @ X+
Montrons l'unicité par I'absurde.
Soit X’ un autre supplémentaire de X orthogonala X. X' L X = X' c Xt
De plus soit x € X+ nous avons E = X @ X' donc x = x; + x, avec x; € X et x, € X’

(erlx) = Gyl —x) = (q]x) = (x4|x%) =0=2>x, =02 x=x,2x €X' =2 Xtc X
Nous avons donc bien X’ = X+
De plus nous savons déja que X c X+t
Soitx € X*L.E=X® X' doncx = x; + x, avec x; € X et x, € X*

(e2lx2) = (alx —21) = (%) = (x2|x) =0=2x, =0 x=x;, 2x€EX > Xt cX
Nous avons donc bien X+t = X

!

Si E est de dimension finie alors I'égalité E = X @ X! se traduit pas dim(E) = dim(X) + dim (X1)




