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Propriété Intégrale

Soit f une continue par morceaux définie sur [a, b] segment de R et a valeur dans C.

b b
[ roa| < [ r@ia< 6 -oli.

Propriété

Preuve

Soit (¢, )ney €st une suite de fonctions en escalier convergeant uniformément vers f sur [a, b].

Nous avons V¢ € [a; b] |f ()] < |f (1) — @ (O] + [0 (O] = |f (O] = [@n (O] < [f(©) — n(D)]

De méme @, ()| < |9, () — f(O + [f (O] = @ (O] = [f (O] < [@n(©) — fF(OI

Nous avons donc |9, ()| = If (DI] < | (@) = FO] = Hen@®] = If Ollle < l0a®) = FOlle (%)

Donc si (¢,),en cOnverge uniformément vers f sur [a; b] nous en déduisons que (¢, |),en CONverge uniformément

. b b
vers|f|.Donc lim [ ¢, (6)] dt = [} If (©)]

b
< f RO

| a0yt

Faisons tendre cette inégalité vers 4o, il vient |fabf(t)dt| < fablf(t)ldt

lonlleo < Nl = flloo + 1fllo = ll@nllec = flleo < llon = fllo
. Iflleo < NIf = @nlleo + ll@nllec = Iflleo = Nl@nlleo < llon = fllo
Hvient [llgnlle = llfllcl < ll@n = flleo- Et lim [l = fllo = 0= lim llgnlle; = [Iflloo

De plus nous savons que fab o, (D)]dt < (b — a)||Pnllo
Faisons tendre cette inégalité vers +oo, il vient fab If@®ldt < (b —a)|lfllwo

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux définies sur [a, b] segment de R et a valeur dans C.
Soient 1 et y deux complexes.
L’intégrale est une fonction linéaire. Autrement dit :

LAf() +pg®]dt = 2 [ f(©) dt + [, g(t) dt

Propriété

Preuve

Soient (¢,)nen e (Wr)neny deux suites de fonction convergeant uniformément vers f et g respectivement.
b b b
Nous avons [/[2¢,(6) + ki (O1dt = 2 [, g dt + . f, Y dt (=)
Remarquons que :

12y + mpy, = Af — uglleo < Allf — @nlloo + 1llg — Yulloo ' ’
MmNy, = fllew = lim [l = flleo = 0= lim [IApn + whpy — Af = ugllee = 0 = (A9 + piPn)nen converge uniformément

vers Af + pg.
Faisons tendre () vers +oo il vient [ [Af(t) + pg(D)]dt = A [, f(t) dt + [ g(t) dt

La propriété précédente permet d’écrire :
b b b b

Remarque ff(t) dt = f[Re(f(t)) +im(f ()] dt = fRe(f(t)) dt +iflm(f(t)) dt

a a

a a
Il vient : l'intégrale d’une fonction réelle est réelle.

Propri.été Soit f une continue par morceaux définie sur [a, b] segment de R et a valeur dans C.
(ReLat'°" Soit ¢ € Ja; b

e b b
Chasles) Alors [ f(t)dt = facf(t)dt + . f(®)dt

Preuve




Soit (¢, )ney Une suite de fonctions en escalier convergeant uniformément vers f sur [a, b].
o = (xo,%y, .. x, ) une subdivision adaptée a ¢,.x, =aetx, = b
Nous avons vu que ajouter un nombre fini de points a o aboutit a8 une autre subdivision elle aussi adaptée a f
Soita’ = cuU{c} = (yo,yl,...yp,) avecy, =a; y, =betyy,=c(1<k<p'-1)
p'-1 p'-1

b k-1
f on()dt = E :(yfﬂ =) (%) - E (Vi1 = Y)) @n (%) + E (Vj+1 = ¥) (Pn( ]+12 ])
: J=0 J=0 =k

fab%(t)dt = f:%(t)dt + fcb%(t)dt (+%)

Remarquons maintenant que Supxe[a,c]l(pn - fl < Supxe[a,b]l(pn - fl = ”(pn - f”oo,[a,c] < ”(pn - f”oo,[a,b]
Nous en déduisons que si ¢,, converge uniformément vers f sur [a, b] elle fait de méme sur [q, c].
Nous avons donc en faisant tendre I'expression (xx) vers +oo

fbf(t)dt = fcf(t)dt + fbf(t)dt

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux définies sur [a, b] segment de R et a valeur dans C.
Propriété | On suppose que f et g ne different qu’en un nombre fini de points.

Alors [ f(t)dt = [ g(t)dt

Preuve

La fonction f — g est nulle sauf en un nombre fini de points. C’est donc une fonction en escalier. D’aprés un théoréme vu
précédemment sur les fonctions en escalier. On a fabf(t) —g®)dt=0=> fabf(t) dt = fab gt)dt

Soint f une fonction continue par morceaux définie sur [a, b] segment de R et a valeur dans C.

..., | Nous admettrons pour I'instant que :
Propriété

fbaf(t)dt =— J:f(t)dt

Soit f une fonction continues par morceaux définie sur [a, b] segment de R et a valeur dans R.
Propriété | On suppose f positive sur [a, b]

Alors [ f(t)dt > 0

Preuve

Soit (¢, )ney UNe suite de fonctions en escalier convergeant uniformément vers f sur [a, b].
Soit (Y,)nen Une suite de fonctions définie par vVt € [a; b] U, (t) = max(0; ¢, (t))
En un mot 1a ou ¢,, est strictement négative, y,, est nulle sinon elle est égale a ¢,,.

Par construction {s,, est aussi une fonction en escalier. De plus, f étant positive sur [a ; b] nous avons

IWn = flleo < Nl = flleo

Il'y a donc aussi convergence uniforme de y,, vers f sur [a, b].

Nous avons donc [” f(t)dt = lim [ ()t

vt € [a; b] Y, () = 0 donc par définition fab Y, (t)dt = 0 et par conséquent fabf(t)dt >0

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux définies sur [a, b] segment de R et a valeur dans R.
Propriété | On suppose que Vt € [a;b] f(t) < g(t)
Alors [ f(t)de < [ g(t)dt

Preuve

vte[a;b] f(t) < g(t)> Vte[a;blglt)—f(t) =0=> fabg(t) — f(t)dt = 0 (propriété précédente)
b b b
f gty —f®)dt=0> f ftdt < f gt)dt

Soit f une fonction continue par morceaux définie sur [a, b] segment de R et a valeur dans R.
Propriété | On suppose f positive sur [a, b] et 3¢ € [a, b] tel que f(c) > 0 avec f continue en c.

Alors [ f(t)dt > 0

Preuve




1®"cas:c € la, b[
f continue en cdonc In > 0telque vVt € [c —n;c+n[ f(t) = %

Soit ¢ la fonction en escalier définie par Vt € [c —n;¢c +n[ p(t) = %C)et Vte[a;bl—]Jc—mc+n[et)=0

f étant positive sur [a; b] nous avons Vt € [a; b] f(t) = @(t) = fff(t)dt > f:qo(t)dt (propriété précédente)
Or ff(p(t)dt = Zn% =nf(c) donc ff(p(t)dt > 0. Nous avons bien f:f(t)dt >0

2°M€cas:c=a

f continue en a donc 3n > 0 tel que Vt € [a;a + [ f(t) = %
Soit ¢ la fonction en escalier définie par Vt € [a;a +n[ ¢(t) = %
f étant positive sur [a; b] nous avons Vt € [a; b] f(t) = @(t) = fff(t)dt > f:qo(t)dt (propriété précédente)
Or [ p(ydt = n22 = dong [? (t)dt > 0. Nous avons bien [ f(t)dt > 0

3eme cas: ¢ = b ; C'est le cas symétrique du deuxiéme.

etvte[a;b]l—[a;a+n[ o) =0

Soit f une fonction continue par morceaux définie sur [a, b] segment de R et a valeur dans R.
Propriété | On suppose f de signe constant et continue sur [a, b].

Si fabf(t)dt = 0 alors f est nulle sur [a, b]

Preuve

Par I'absurde : On suppose 3c € [a; b] tel que f(c) # 0
Si f(c) > 0 alors f étant positive et continue nous avons vu que fabf(t)dt > 0 ce qui est impossible puisque fabf(t)dt =0
Si f(c) < 0 alors f étant négative et continue nous avons —f positive et continue et —f(¢) > 0
D’apres la propriété précédente cela devrait donc entrainer fab —ft)dt>0=> — fabf(t)dt >0= fabf(t)dt <0
Or la encore c’est impossible puisque fabf(t)dt = 0. Nous ne pouvons donc pas avoir f(c) # 0
f est bien nulle sur [a, b]




