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Convergence absolue

Soit (u,),so UNe suite a termes complexes.
Définition e Ondit que la série Y,,,5o u,, converge absolument ssi la série a termes réels }.,,.,|u,| converge.
e Ondit que la série }.,,-o u, est semi convergente si elle converge sans converger absolument.

Exemples La série Zn>1 ) converge absolument. Par contre la série Z,m — est semi convergente.

Soit (u,),so UNe suite a termes complexes.

Théoréme -
Si Y50 U, converge absolument alors elle converge.

Preuve

e Premiére étape : On suppose (u,),so @ termes réels.
vn 200 < uy + |up| < 2uy| donc YR_gup + |ugl < XRog 2|u| < 2 355 2]y
La série Y50 U, + |u,| de terme général positif est majorée donc convergente.
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Nous en déduisons la convergence de Y,,50 U,
o Deuxieme étape : On suppose (u,)nso @ termes réels.
vn = 0 |Re(u,)| < |u,l et [Im(u,)| < |u,| ; Les séries réelles Y,.50|Re(u,)| et X,.s0lIm(u,,)| sont a termes positifs
et majorées par Y.,.-olu,,| nous en déduisons leur convergence.
Ym0 Re(uy) et X5 Im(u,) convergent donc absolument. Or d’apres la premiére étape c’est suffisant pour dire
gu’elles convergent. Nous en déduisons la convergence de Y,,.o Re(u,) + ilm(u,) soit Y.,50 U,

lnTE

La série Zn>1 C|tee plus haut et la série Zn>1 - convergent absolument. Nous en déduisons qu’elles
convergent.

Exemple

Soit (u,)nso UNe suite a termes complexes.
Théoréme | Soit (v,),s0 Une suite a termes réels positifs a partir d’'un certain rang.
Siu,, = 0(v,) etsi Y,-o v, converge alors Y., u, converge.

Preuve

» = 0(v,) donc 3n, tq Vn = ny, |u,| < Kv, avec K € R
Ynsn,lUn| €8t donc une série a termes réels positifs majorée par ..., Kv,.
Nous en déduisons donc la convergence absolue de Y5, 4, qui entraine sa convergence.




