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Critéere de Riemann, Séries a termes positifs.

Séries de Riemann
Théoréme | Soita € R

Z.q 1 g A z s g
La série anlﬁ converge ssi @ > 1. Ce critére est appelé critére de Riemann.

Preuve

sia . 1 . . 1
Remarquons déja que lorsque a < 0 lim = F 0 = divergence grossiéere de Z,mn—a
n—+oo

. . . 1
Nous avons aussi vu que a = 1 entraine la divergence de EnZln_z
Envisageons donc le cas a« € R** — {1}

Nous avons déja vu sur la preuve de la convergence de Z,mnl—z ; qulil
était possible de lier I'étude de la converge de Y}_, f (k) avec celui de
flnf(t) dt lorsque f est continue et montone.
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La décroissance de cette fonction nous donne :
flzf(t)dt >f(2)= f23f(t)dt ( voire shéma joint avec a = 2)

Ici nous nous intérésserons a f:{
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En additionnant terme a terme ces inégalités il vient :
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Donc en posant S,, = Y- 1ka ; (Sp)ns1 €st donc minorée par une suite 0

tendant vers +o. On en déduit sa divergence
. 1 1
o a>1> nlleE[F ] = —1 Donc (S,,),»1 €st majorée.

(S,)n>1 €tant croissante (S,,,; — S,, = ——) nous en déduisons sa

1)a
convergence.
Théoréme Soit (u,),=o UNe suite a termes réels positifs.
Y=o Uy CONverge ssi (S,),=o définie par S, = Y.5_, u, est majorée.

Preuve

Sp+1 — Sn = Upeq €t u,yq = 0 donc (S,),s0 st croissante. Une suite croissante converge ssi elle est majorée.

Soient (u,)ns0 €t (V,)ns0 deux suites réelles telles que 0 < u,, < v, a partir d’'un rang n,

Théoréme . .
Alors Y,,-0 u, diverge = Y.,.., v, diverge et }.,,-, v, converge = Y.,.,u, converge

Preuve

Il suffit de se replacer dans le monde des suites.

Soient (Up)nzn, €t (i)nen, deux suites définies par U,, = Yi_, wi €t V, = Yy, vk
wvm=n,0<u,<v,donc0<U,<V,;

Yonso Uy, diverge = 11m U,=+0= lim I, =+ =3Y,.,1, diverge

n—-+oo

Yns0 Uy CONVErge => Zk:no U < Xkeng Vs (Undnan, €tant croissante (termes positifs) et majorée converge = 3.,,-o uy,
converge.

1 e(—l)n

Soient (Uy)ps0 €t (V,)nso deux suites définies par u,, = etv, =

Exemple ((-1)™ cosn+3n?) Vn
Y51 Uy CONverge et Y., v, diverge
Preuve
1 1 1 1, 1 .
vn=10< D cosnian?) < 2D < GnZ_n?) s anlﬁ converge donc Y.,-; U, converge aussi
-1 -nn -1 . e i . .
vn>10< eﬁ <® = Znﬂ% diverge (critére de Riemann) donc ¥,,5, v, diverge aussi




Théoréeme

Soient (1) 0 €t (Vn)ns0 deux suites réelles strictement positives telles que u,,~v,en l'infini alors
Yinso Un €t X050 Uy SONt de méme nature

Preuve

u u
U,~v, = lim —n=1=>EIn0tq\7’n2n0—nS2=>Vn2n00SunSZvn
n-+oo U, Un

L’application du théoréme précédent aux suites (u,,),»o €t (2v,)ns0 NOUs donne le résultat final.

Exemple

1

, . . _ i -
Reprenons I'exemple précédent avec (u,),>; définie par u, D cosniand) vn=1,u,>0
1 1 1 1 i n . .
Un = 55 % —oeesn = Un™~ 52 (en + o) donc la convergence de Zn?lﬁ (critére de Riemann) entraine la
1+

3n2

convergence de Y.,., U,




