
Critère de Riemann, Séries à termes positifs.    

Théorème 
Séries de Riemann 
Soit 𝛼𝛼 ∈ ℝ 

La série ∑ 1
𝑛𝑛𝛼𝛼𝑛𝑛≥1  converge ssi 𝛼𝛼 > 1. Ce critère est appelé critère de Riemann. 

Preuve 

Remarquons déjà que lorsque 𝛼𝛼 ≤ 0 lim
𝑛𝑛→+∞

1
𝑛𝑛𝛼𝛼
≠ 0 ⇒ divergence grossière de ∑ 1

𝑛𝑛𝛼𝛼𝑛𝑛≥1  

Nous avons aussi vu que 𝛼𝛼 = 1 entraine la divergence de ∑ 1
𝑛𝑛2𝑛𝑛≥1  

Envisageons donc le cas 𝛼𝛼 ∈ ℝ∗+ − {1} 
Nous avons déjà vu sur la preuve de la convergence de ∑ 1

𝑛𝑛2𝑛𝑛≥1  ; qu’il 
était possible de lier l’étude de la converge de ∑ 𝑓𝑓(𝑘𝑘)𝑛𝑛

𝑘𝑘=1  avec celui de 
∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑛𝑛
1 𝑑𝑑𝑑𝑑 lorsque 𝑓𝑓 est continue et montone.  

Ici nous nous intérésserons à 𝑓𝑓: �
ℝ+∗ → ℝ+∗

𝑥𝑥 → 1
𝑥𝑥𝛼𝛼

� ;  

La décroissance de cette fonction nous donne :  
∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑2
1 ≥ 𝑓𝑓(2) ≥ ∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑3

2  ( voire shéma joint avec 𝛼𝛼 = 2) 
… 

� 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑛𝑛

𝑛𝑛−1
≥ 𝑓𝑓(𝑛𝑛) ≥ � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑛𝑛+1

𝑛𝑛
 

En additionnant terme à terme ces inégalités il vient :  

� 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑛𝑛

1
≥� 𝑓𝑓(𝑘𝑘)

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
≥ � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑛𝑛+1

2
 

�
1
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𝑛𝑛

1
≥�

1
𝑘𝑘𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
≥ �

1
𝑥𝑥𝛼𝛼

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑛𝑛+1
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�
𝑡𝑡−𝛼𝛼+1

−𝛼𝛼 + 1
�
1

𝑛𝑛

≥ �
1
𝑘𝑘𝛼𝛼
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𝑘𝑘=1
≥ �
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−𝛼𝛼 + 1
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1
1 − 𝛼𝛼

�
1

𝑛𝑛𝛼𝛼−1
− 1� ≥�

1
𝑘𝑘𝛼𝛼

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
≥

1
1 − 𝛼𝛼

�
1

(𝑛𝑛 + 1)𝛼𝛼−1
−

1
2𝛼𝛼−1

� 

• 𝛼𝛼 ∈]0; 1[⇒ lim
𝑛𝑛→+∞

1
(𝑛𝑛+1)𝛼𝛼−1

= +∞ ⇒ lim
𝑛𝑛→+∞

1
1−𝛼𝛼

� 1
(𝑛𝑛+1)𝛼𝛼−1

− 1
2𝛼𝛼−1

� = +∞ 

Donc en posant 𝑆𝑆𝑛𝑛 = ∑ 1
𝑘𝑘𝛼𝛼

𝑛𝑛
𝑘𝑘=1  ; (𝑆𝑆𝑛𝑛)𝑛𝑛≥1 est donc minorée par une suite 

tendant vers +∞. On en déduit sa divergence 
• 𝛼𝛼 > 1 ⇒ lim

𝑛𝑛→+∞

1
1−𝛼𝛼

� 1
𝑛𝑛𝛼𝛼−1

− 1� = 1
𝛼𝛼−1

   Donc (𝑆𝑆𝑛𝑛)𝑛𝑛≥1 est majorée.  

(𝑆𝑆𝑛𝑛)𝑛𝑛≥1  étant croissante (𝑆𝑆𝑛𝑛+1 − 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 1
(𝑛𝑛+1)𝛼𝛼

) nous en déduisons sa 
convergence.  

 

Théorème Soit (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 une suite à termes réels positifs.  
∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛≥0  converge 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝑆𝑆𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 définie par 𝑆𝑆𝑛𝑛 = ∑ 𝑢𝑢𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=0  est majorée.  
Preuve 

𝑆𝑆𝑛𝑛+1 − 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 et 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 ≥ 0 donc (𝑆𝑆𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 est croissante. Une suite croissante converge 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 elle est majorée.  

Théorème Soient (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 et (𝑣𝑣𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 deux suites réelles telles que 0 ≤ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ≤ 𝑣𝑣𝑛𝑛 à partir d’un rang 𝑛𝑛0 
Alors ∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛≥0  diverge ⇒ ∑ 𝑣𝑣𝑛𝑛𝑛𝑛≥0  diverge et ∑ 𝑣𝑣𝑛𝑛𝑛𝑛≥0  converge ⇒ ∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛≥0  converge 

Preuve 
Il suffit de se replacer dans le monde des suites.  
Soient (𝑈𝑈𝑛𝑛)𝑛𝑛≥𝑛𝑛0 et (𝑉𝑉𝑛𝑛)𝑛𝑛≥𝑛𝑛0 deux suites définies par 𝑈𝑈𝑛𝑛 = ∑ 𝑢𝑢𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=𝑛𝑛0  et 𝑉𝑉𝑛𝑛 = ∑ 𝑣𝑣𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑛𝑛0  

∀𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 0 ≤ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ≤ 𝑣𝑣𝑛𝑛 donc 0 ≤ 𝑈𝑈𝑛𝑛 ≤ 𝑉𝑉𝑛𝑛 ;  
∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛≥0  diverge ⇒ lim

𝑛𝑛→+∞
𝑈𝑈𝑛𝑛 = +∞ ⇒ lim

𝑛𝑛→+∞
𝑉𝑉𝑛𝑛 = +∞ ⇒ ∑ 𝑣𝑣𝑛𝑛𝑛𝑛≥0  diverge 

∑ 𝑣𝑣𝑛𝑛𝑛𝑛≥0  converge ⇒ ∑ 𝑢𝑢𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=𝑛𝑛0 ≤ ∑ 𝑣𝑣𝑘𝑘∞

𝑘𝑘=𝑛𝑛0 ;  (𝑈𝑈𝑛𝑛)𝑛𝑛≥𝑛𝑛0 étant croissante (termes positifs) et majorée converge ⇒ ∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛≥0  
converge.  

Exemple Soient (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 et (𝑣𝑣𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 deux suites définies par 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 1
((−1)𝑛𝑛 cos 𝑛𝑛+3𝑛𝑛2)

 et 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑒𝑒(−1)𝑛𝑛

√𝑛𝑛
 

∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛≥1  converge et ∑ 𝑣𝑣𝑛𝑛𝑛𝑛≥1  diverge 
Preuve 

∀𝑛𝑛 ≥ 1 0 ≤ 1
((−1)𝑛𝑛 cos𝑛𝑛+3𝑛𝑛2)

≤ 1
(3𝑛𝑛2−1)

≤ 1
(3𝑛𝑛2−𝑛𝑛2)

≤ 1
2𝑛𝑛2

 ; ∑ 1
2𝑛𝑛2

 𝑛𝑛≥1  converge donc ∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛≥1  converge aussi 

∀𝑛𝑛 ≥ 1 0 ≤ 𝑒𝑒−1

√𝑛𝑛
≤  𝑒𝑒

(−1)𝑛𝑛

√𝑛𝑛
 ; ∑ 𝑒𝑒−1

√𝑛𝑛
 𝑛𝑛≥1  diverge (critère de Riemann) donc ∑ 𝑣𝑣𝑛𝑛𝑛𝑛≥1  diverge aussi 

maths-prepa-sv.fr / mpsi   



Théorème Soient (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 et (𝑣𝑣𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 deux suites réelles strictement positives telles que 𝑢𝑢𝑛𝑛~𝑣𝑣𝑛𝑛en l’infini alors  
∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛≥0  et ∑ 𝑣𝑣𝑛𝑛𝑛𝑛≥0  sont de même nature 

Preuve 

𝑢𝑢𝑛𝑛~𝑣𝑣𝑛𝑛 ⇒ lim
𝑛𝑛→+∞

𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑣𝑣𝑛𝑛

= 1 ⇒ ∃𝑛𝑛0 𝑡𝑡𝑡𝑡 ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0  
𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑣𝑣𝑛𝑛

≤ 2 ⇒ ∀𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 0 ≤ 𝑢𝑢𝑛𝑛 ≤ 2𝑣𝑣𝑛𝑛 

L’application du théorème précédent aux suites (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 et (2𝑣𝑣𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 nous donne le résultat final.  

Exemple 

Reprenons l’exemple précédent avec (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛≥1 définie par 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 1
((−1)𝑛𝑛 cos 𝑛𝑛+3𝑛𝑛2)

 ; ∀𝑛𝑛 ≥ 1, 𝑢𝑢𝑛𝑛 > 0 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 1
3𝑛𝑛2

∗  1

1+(−1)𝑛𝑛 cos𝑛𝑛
3𝑛𝑛2

⇒ 𝑢𝑢𝑛𝑛~ 1
3𝑛𝑛2

 (𝑒𝑒𝑒𝑒 + ∞) donc  la convergence de ∑ 1
3𝑛𝑛2

 𝑛𝑛≥1 (critère de Riemann) entraine la 

convergence de ∑ 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛≥1  
  


