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Intégrale de Wallis

ST e Soit (In)nso la suite définie par I, = [2(sint)"dt
Cette suite est appelée suite des intégrales de Wallis
L s Formule de stirling :
Théoréme ol ~ T %

Preuve

L’étude des intégrales de Wallis va nous apporter une preuve de ce théoréme.
Remarquons déja que grace a une IPP :
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En multipliant terme a termes ces égalités composées de termes non nuls nous obtenons apres simplification
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En mutlipliant numérateur et dénominateur de I,,, par 2n = (2n — 2) * ... 2 nous obtenons :
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En mutlipliant numérateur et dénominateur de I,,,,, par 2n * (2n — 2) * ... 2 nous obtenons :
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Liny1 = car un rapide calcul nous donne I, = 1

) = lopyq * Im"’ﬁ(*)

La fonction t — sin t étant positive et comprise entre 0 et 1 sur [0 ; g] nous avons :
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Or 221 = il vient 1 < 22 < = lim
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A ce stade nous avons besoin d’'introduire deux nouvelles suites ()0 €t (V) nso définies par
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Nous avons donc Un~ i Vn étant positif a partir d’'un certain rang et Zn?lﬁ étant convergente, nous en déduisons la

convergence de Y51 Vy,.

Or v, = In(u,4+1) — In (u,) ; Nous en déduisons que la convergence de Y., v, nous donne aussi celle de (In (1) );»1

(termes emboités) et donc celle de (u,),>; par composition par la fonction exponentielle.




Nous avons donc lim u, = lavec [ € R*(la fonction exponentielle ne s’annule pas)
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Il vient ~—— BN (nn;nﬁ) ~7= ! ~("el—ﬁ) Nous avons donc trouvé un équivalent de n! dépendant d’une constante.

Revenons & I,,, = [2(121:,)]!2 *g En utilisant cet équivalent de n! nous avons :
; (2n)*™e *™2n) = 12 T |2 l
an”™ l "2 gy, (n)2"e2nxn 2 nt
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Mais nous avons vu que IZnNE\/; nous avons donc E\/; = ;\/; x| =] = ’Z

T . , (n™e ™Vn)
Revenons a I'équivalent de n! que nous avions trouvé : n! ~

Nous aboutissons a la formule de Stirling : n! ~v/2n *+ n"e™




