
Fonctions 𝑪𝑪𝟏𝟏 dans ℝ𝟐𝟐    

Définition 
Soit 𝑈𝑈 un ouvert de ℝ𝟐𝟐 et 𝑓𝑓 une fonction 𝑈𝑈 → ℝ 
𝑓𝑓 est dite de classe 𝑪𝑪𝟏𝟏 sur 𝑈𝑈 si 𝑓𝑓 admet des dérivées partielles sur 𝑈𝑈 et si ces dérivées partielles sont 
continues.  L’ensemble des fonctions de classe 𝑪𝑪𝟏𝟏 sur 𝑈𝑈 se note 𝑪𝑪𝟏𝟏(𝑼𝑼,ℝ) 

Exemple La fonction 𝑓𝑓: � ℝ2 → ℝ
(𝑥𝑥,𝑦𝑦) → 𝑒𝑒𝑥𝑥2−7𝑦𝑦� est 𝐶𝐶1 sur ℝ𝟐𝟐 

Théorème 

Soit 𝑈𝑈 un ouvert de ℝ𝟐𝟐 et (𝑎𝑎) ∈ 𝑈𝑈 
Soit 𝑓𝑓 une fonction appartenant à 𝐶𝐶1(𝑈𝑈,ℝ) 
Alors 𝑓𝑓 admet un développement limité d’ordre 1 au voisinage de 𝑎𝑎. Cela peut se traduire ainsi :  

𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ) = 𝑓𝑓(𝑎𝑎) + �ℎ.𝛻𝛻𝛻𝛻�����⃗ (𝑎𝑎)� + 𝑜𝑜(‖ℎ‖) 

ℎ.𝛻𝛻𝛻𝛻�����⃗ (𝑎𝑎) désignant le produit scalaire de ℎ et de 
𝛻𝛻𝛻𝛻�����⃗ (𝑎𝑎) 

ou 
𝑓𝑓(𝑎𝑎 + ℎ) = 𝑓𝑓(𝑎𝑎) + ℎ𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑎𝑎) + ℎ𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑎𝑎) +  𝑜𝑜(‖ℎ‖) 

Avec ℎ �
ℎ𝑥𝑥
ℎ𝑦𝑦
� 

Preuve.  
Admise.  

Exemple 

Reprenons l’exemple précédent de la fonction 𝑓𝑓: � ℝ2 → ℝ
(𝑥𝑥,𝑦𝑦) → 𝑒𝑒𝑥𝑥2−7𝑦𝑦� 𝐶𝐶

1 sur ℝ𝟐𝟐 

Nous avons 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 2𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥2−7𝑦𝑦 et 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = −7𝑒𝑒𝑥𝑥2−7𝑦𝑦 

Il vient 𝑓𝑓(0 + 𝑥𝑥, 0 + 𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(0,0) + 𝑥𝑥 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(0,0) + 𝑦𝑦 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(0,0) +  𝑜𝑜���𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2�� 

⇒ 𝒇𝒇(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝟏𝟏 − 𝟕𝟕𝟕𝟕 +  𝒐𝒐 ���𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2�� 

Définition 

Soit 𝑈𝑈 un ouvert de ℝ𝟐𝟐 et 𝑓𝑓 une fonction de 𝑪𝑪𝟏𝟏(𝑼𝑼,ℝ) 
Soit �𝑎𝑎𝑥𝑥 , 𝑎𝑎𝑦𝑦� ∈ 𝑈𝑈.  
Le plan de ℝ𝟑𝟑 d’équation cartésienne 𝒛𝒛 − 𝒇𝒇�𝒂𝒂𝒙𝒙,𝒂𝒂𝒚𝒚� = 𝝏𝝏𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏
�𝒂𝒂𝒙𝒙,𝒂𝒂𝒚𝒚�(𝒙𝒙 − 𝒂𝒂𝒙𝒙) + 𝝏𝝏𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏
�𝒂𝒂𝒙𝒙,𝒂𝒂𝒚𝒚��𝒚𝒚 − 𝒂𝒂𝒚𝒚� est appelé le 

plan tangeant en 𝑎𝑎 �
𝑎𝑎𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑦𝑦

𝑓𝑓�𝑎𝑎𝑥𝑥 , 𝑎𝑎𝑦𝑦�
� à la surface 𝑓𝑓 d’équation 𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 

Exemple 

• Prenons la surface d’équation 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 aussi appelée paraboloide.  
La fonction 𝑓𝑓 définie sur ℝ𝟑𝟑 par 𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) est une fonction de 𝑪𝑪𝟏𝟏(ℝ𝟐𝟐,ℝ) 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2 ; 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦 ; 

Au point 𝑂𝑂�
0
0
0
� nous avons 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
(0,0) = 0 et 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
(0,0) = 0  

Nous en déduisons donc que le plan tangeant à la courbe en 𝑂𝑂 a pour équation 𝒛𝒛 = 𝟎𝟎 
• Prenons la surface d’équation 𝑧𝑧 = 𝑒𝑒𝑥𝑥2−7𝑦𝑦  

Au point 𝑂𝑂�
0
0
0
� nous avons  𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
(0,0) = 0 et 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
(0,0) = −7 

Nous en déduisons donc que le plan tangeant à la courbe en 𝑂𝑂 a pour équation 𝑧𝑧 = −7𝑦𝑦 
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