Approfondissement dérivation.

Approfondissement dérivation

Soit u une fonction définie sur un intervalle | a valeurs v v
Composée | dans un intervalle J et v une fonction définie sur I-]->K
Définition d’une l'intervalle J a valeurs dans un intervalle K.
fonction La composée de u par v notée v o u est la fonction
définie sur I par vou (x) = v (u(x))

x5 u(x): vou (x)
vou (x) =v(ulx))

Soit u la fonction définie sur R par u(x) = x? + 1 et v la fonction définie sur R* par v(x) = vx. Alors
v o u est définie sur parvou(x) = v (u(x)) = v(x? +1) = Va2 + 1.
RS R* > R

x5 u(x): vou (x)

Exemple

Exercice Avec les mémes fonctions définir u o v(x)

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle | a valeurs dans un intervalle J et g une fonction
définie et dérivable sur un intervalle J a valeurs dans un intervalle K.

La composée de f par g notée g o f est dérivable surlet(gof) =f *g'of

C’est-a-dire que pour tout x, de lona (go f) (x9) = f'(x0) *g'0 f (x)

Propriété

Démonstration (admise)

Soit x et y deux éléments distincts de E.

Si il existe un intervalle I centré autour de x tel que f est constante alors f'(x) = 0 mais gof est aussi constante sur
cet intervalle donc (gof)’ = 0 et on a bien (gof)' = (g'of) * f'

Dans le cas contraire, il existe un intervalle K centré autour de x tel que Vy € K f(y) # f(x)

o (1)=-gof(x) _ gof »)=gof () _(FM-F®)
On peut alors écrire vy € K 22 =

? Y yx for@ o O
f est dérivable en x donc lim L&) — g1y

yox y—x =
f est continue en x donc limf (y) = f(x)
y-ox
. _ o gof-gof(x) _ 9@D-g(fx)) _
Il vient en posant z = f(y), il_rg NN Zl}}?x) e =9 (f(x)
Revenons a (*)

lim gof(y)—gof(x) — g,(f(x)) % f/(x)

y-ox y—x
Soit u la fonction définie et dérivable sur R par u(x) = x2 + 1 et v |la fonction définie sur R* et dérivable
Exemple | SUr R** par v(x) = v/x. Pour tout x de R u'(x) = 2x et pour tout x de R™* v'(x) = %
i ! = 2 ' = ! Y = ; = X
Il vient pourtoutx de R (vou)'(x) (\/x + 1) ()= ux)*vou(x)=2x ea e
Soit u une fonction dérivable de dérivée u’, a et b deux réels et n un entier naturel.
Fonction Fonction dérivée Fonction Fuc’mctl\on‘derlvee
au+b au’+b \/E E(Laouu>0)
Propriétés u? 2uv’ cosu —u'sinu
ud 3u?u’ sinu u’ cosu
u™ nu™ 1’ e u'et
1 — 2 (La ot u ne s'annule pas) in — o5 (Laouune
i 2 s'annule pas)
Exemple | f(x) = (3x2—15)3; f'(x) = 3(3x% — 5)%(3 = 2x) = 18x(3x% — 5)?




