
 

Equations différentielle et primitive.  

Définition  Une équation différentielle est une égalité liant une fonction inconnue 𝑦, ses dérivées successives 
𝑦!, 𝑦!!… et éventuellement d’autres fonctions (constantes, 𝑓 …) 

Exemple 
L’équation 𝑦!! − 𝑦 = 0 est une équation différentielle de fonction inconnue 𝑦. En voici d’autres :  

• 2𝑦! + 3𝑦 = ln (𝑥) • 𝑦! 𝑡 = 𝑦! 𝑡 + 5𝑡 + 1 • 𝑦! = 2𝑦 + 𝑥! 

Définition On appelle solution d’une équation différentielle toute fonction dérivable justifiant l’égalité. Résoudre 
une équation différentielle c’est donc trouver toutes les fonctions solution de cette égalité.  

Exemple La fonction 𝑓: 𝑥 → 𝑒!! est solution de l’équation différentielle citée plus haut. En effet 𝑓! 𝑥 = −𝑒!! et 
𝑓!′ 𝑥 = +𝑒!! = 𝑓(𝑥) donc 𝑓!! 𝑥 − 𝑓 𝑥 = 0 

Définition Soit 𝑓 une fonction définie sur un intervalle I. Dire que 𝐹 est une primitive de 𝑓 sur I signifie que 𝐹 est 
dérivable sur I et que 𝐹! 𝑥 = 𝑓(𝑥) pour tout 𝑥 de I. 

Vocabulaire Une primitive d’une fonction 𝑓 sur un intervalle I et solution sur I de l’équation différentielle 𝑦! = 𝑓 

Exemple 
Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ par 𝑓 𝑥 = 𝑒!! + 4𝑥.  La fonction 𝐹 définie sur ℝ par 𝐹 𝑥 = !

!
𝑒!! + 2𝑥! est 

une primitive de 𝑓 sur ℝ. En effet 𝐹 est dérivable sur ℝ et pour tout 𝑥 réel 𝐹! 𝑥 = !
!
∗ 3 ∗ 𝑒!! + 2 ∗ 2𝑥 =

𝑒!! + 4𝑥 = 𝑓(𝑥) 
Propriété 
(admise) Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive.  

 

Primitive d’une même fonction  

Propriété 
 Soit 𝐹 une primitive sur un intervalle I d’une fonction continue sur I.  

1. Pour tout réel C, la fonction 𝐺 : 𝑥 → 𝐹 𝑥 + 𝐶 est aussi une primitive de 𝑓 sur I.  
2. Toute primitive de la fonction 𝑓 sur I est de la même forme que 𝐺 

Démonstration 
1. Soit 𝐺 définie par 𝐺 : 𝑥 → 𝐹 𝑥 + 𝐶.  𝐹 est dérivable sur I donc 𝐺 aussi. 𝐺! 𝑥 = 𝐹! 𝑥 = 𝑓(𝑥) pour tout 𝑥 de I. 

Donc 𝐺 est une primitive de 𝑓 sur I.  
2. Supposons que 𝐻 soit une primitive de 𝑓 sur I. Nous avons 𝐻! 𝑥 = 𝐹! 𝑥 = 𝑓(𝑥) donc 𝐻 − 𝐹 ! 𝑥 = 0 

Une fonction dont la dérivée est nulle est constante. Il vient qu’il existe un réel C tel que 𝐻 − 𝐹 = 𝐶 → 𝐻 = 𝐹 + 𝐶 
𝐻 est donc bien de la même forme.  

Remarque 
• Une fonction 𝑓 n’admet donc pas une primitive mais une infinité de primitives toutes différant 

d’une constante.  
• L’équation différentielle 𝑦! = 𝑓 n’admet donc pas une solution mais une infinité. La résoudre 

c’est les trouver toutes.  

Exemple 
Soit 𝑓: 𝑥 → 𝑥! − 𝑒!! une fonction définie et continue sur ℝ. L’équation différentielle 𝑦! = 𝑓 admet une 
infinité de solutions sur ℝ toutes de la forme : 𝑥 → !!

!
+ 𝑒!! + 𝐶 où 𝐶 représente un réel quelconque. 

Cette expression est la forme générale d’une primitive de la fonction 𝑓.  

Propriété Soit 𝑓 une fonction continue sur un intervalle I. Il existe une unique primitive 𝐺 de 𝑓 sur l’intervalle I telle 
que  𝑮 𝒙𝟎 = 𝒚𝟎 où 𝑥! est un nombre réel donné de I et 𝑦! un nombre réel donné.   

Démonstration 

Nous savons que toute primitive de 𝑓 s’écrit  
𝐺 𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝐶 où C représente un réel quelconque. 𝐺 𝑥! = 𝑦! donc 𝐹 𝑥! + 𝐶 =
𝑦! → 𝑪 = 𝒚𝟎 − 𝑭 𝒙𝟎 .  
𝐶 étant déterminé, 𝐺 est donc fixé de manière unique : 𝑮 𝒙 = 𝑭 𝒙 + 𝒚𝟎 − 𝑭 𝒙𝟎  

 

Exemple 

Reprenons la fonction 𝑓: 𝑥 → 𝑥! − 𝑒!! et déterminons son unique primitive 𝐹 telle que 𝐹 0 = 0 
Nous savons qu’une primitive sur ℝ s’écrit 𝐹 𝑥 = 𝑥! − 𝑒!! + 𝐶 où 𝐶 est un réel quelconque. 𝐹 0 = 0 
donc 0! − 𝑒!! + 𝐶 = 0 → −1 + 𝐶 = 0 → 𝑪 = 𝟏 ;  𝐹 𝑥 = 𝒙𝟑 − 𝒆!𝒙 + 𝟏 est donc l’unique primitive de 𝑓 
s’annulant en 0.  

 

Equations différentielles.  


