Suites arithmétiques, géométriques

Suites arithmétiques

Une suite (u,,) est arithmétique s’il existe un réel r, appelé raison de la suite, tel
que pour toutn e Nonaitu,,, =u, +r

Définition  Suite
arithmétique
u() : ul > u) : : un : unol
o[ Al ar L7

La suite (u,,) définie par u, = —2 et pour toutn € N,u,, ., = u, + 3 est la suite arithmétique de raison
Exemple r = 3 et de premier terme u, = —2. Les premiers termes de (u,,) valent :

=2, uyu=Lu,=4u;=7u,=10...
Remarque Pour démontrer qu’une suite est arithmétique il suffit de montrer que u,,,; — u,, est égal a une

constante r.

Soit (u,,) une suite arithmétique de raison r
Propriété * Pourtoutn e Nu, =uy+r*n
* PourtoutneNettoutp e Nu, =u, +r*(n—p)

Démonstration

Upypr = Up + T
Upyy = Uppq T =Up+7+1 =u, +2r
Upps = Upyp + T =Up +2r + 1 =1uy + 31

Cas particuliers :
p=0;u, =uy+nr
r=1;u,=uy; +(n—Dr

Up=Up g +T=Uu+tM—p-—Dr+r=u,+n—p)r

e Sir >0 (u,) est strictement croissante
Propriété Sens de variation * Sir <0 (u,) est strictement décroissante
e Sir =0 (u,) est constante

Démonstration

r > 0 (u,)est strictement croissante
Up4q — Uy = 7 donc si{r < 0 (u,)est strictement décroissante
r = 0 (u,) est constante

Soit (u,,) une suite arithmétique de raison r de premier terme u,
* Sir>0 lim,, ,u, =+
* Sir =0 La suite est constante
e Sir<0 lim, U, =—o

Propriété

Démonstration

 Sir > 0 la suite est strictement croissante.

u, = u, + nr donc la suite n'est pas majorée. Nous en déduisons que lim,,_,,, U, = + o
* Sir =0 La suite est constante. Ce point est trivial.
* Sir < 0 la suite est strictement décroissante.

u, = uy + nr donc la suite n’est pas minorée. Nous en déduisons que lim,,_,, ., u, = —

Dans la démonstration ci dessus nous avons fait partir la suite a u, mais nous aurions pu la faire

Remarque NS
partir a n'importe quel terme.




Suites géométriques

Une suite (u,,) est géométrique s’il existe un réel q, appelé raison de la suite, tel
que pour toutn € Non aitu,,, =q *u,

Définition Suite géométrique
u, > U, > U, o > U > U,
xXq xXq xXq
La suite (u,,) définie par u, = 0,5 et pour tout n € N,u,,,, = 2u,, est la suite géométrique de raison
Exemple r = 2 et de premier terme u, = 0,5. Les premiers termes de (u,) valent :

uy=05uy =L u,=2,u;=4, u, =8....

Un+1

Pour démontrer qu’une suite est géométrique il suffit de montrer si les termes sont non nuls que
Remarque . un
est égal a une constante q.

Soit (u,,) une suite géométrique de raison g
Propriété e Pourtoutn € Nu, =uy*q"
* Pourtoutn e Nettoutp € Nu, =u, xq"?

Démonstration

up+1=qup;
— — — 2
up+2_q*up+1_q*qup_qup
— — 2 — 3
Uptz =4 * Upyp = q* q7Upy = q7U

Up =g *Up1 = q*¢q

Cas particuliers :
P=0;u, =q"u,
: p=1u,=q""y

n-p-1

= g~ P
up q up

Soit (u,) une suite géométrique de raison q et de premier terme u, # 0

Sio <g<1

Sig=0o0ug=1 Sig<o0

Sig>1
Sens de Siuy > 0 alors
variation (uy,) strictement

croissante

Siu, < 0 alors
(u,,) strictement
décroissante

Si uy > 0 alors
(u,,) strictement
décroissante

Si uy < 0 alors
(u,,) strictement
croissante

(u,) n'est pas

u,) constante
() monotone

Démonstration

Upt1 — Up = qUp — Uy = (q - 1)un

* Sigq = 0 la suite est constante a 0
Si g = 1 la suite est constante.

* Sigq < 0 les termes de la suite changent de signe
'un aprés l'autre. La suite (u,) n’est pas monotone

Sig>1

Siuy > 0 tous les termes de la suites sont > 0
Upsr — Uy = (@ — Duy, Donc uy g —up, >0

Un41 > U, La suite est strictement croissante.
Siuy < 0 tous les termes de la suites sont < 0
Upy1 — Up = (q - 1)un Donc Uptqp — Up < 0

up41 < u, La suite est strictement décroissante.
Si0 < g<1

Siuy > 0 tous les termes de la suites sont > 0
Upsr — Uy = (@ — Duy, Doncuy g —up, <0

up41 < u, La suite est strictement décroissante.
Siuy < 0 tous les termes de la suites sont < 0
Upy1 — Up = (q - 1)un Donc Uptqp — Uy > 0

Un41 > Uyla suite est strictement croissante.




Soit (u,) une suite géométrique de raison q et de premier terme u, # 0

Sig>1 Si-1<g<1 Sig=0ougq=1 Sig<1
Propricte Siu, > 0 alors
1irnn—>+oo U, =+ 00 s
Jlim w, =0 (u,,) constante (un) 0 al?nTiteet pas de
Siuy, < 0 alors
limy, 4o Uy = — 0
Preuve

e Sig>1etu, > 0 la suite est strictement croissante. u,, = u, * g™ donc la suite n’est pas majorée.
Donc lim,_,, o, u, =+ ©

* Sig>1etuy <0 lasuite est strictement décroissante. u,, = u, * g" donc la suite n’est pas minorée.
Donc lim,,_, ;o U, = —

e Si—1 < g < 1Considérons v, = |u,| ,v,41 = q'v, avec0 < q' < 1etv, > 0. (v,) est donc strictement
décroissante et minorée par 0. Donc elle converge. Si elle convergeait vers une limite [ > 0 cela supposerait
qu’elle soit minorée par . C’est impossible (v, = qv, avec 0 < q' < 1etwv, > 0). Donc elle converge vers 0

donc (u,) converge aussi vers 0

e Sig=0o0ugq=1.Evident
* Sig<1Admis




