Suites

Théorémes de comparaison pour les suites

Soient (u,) et (v,) deux suites définies sur N. A partir d’'un certain rang ny, v, = u,
si lim u, = +o alors lim v, = +o0 si lim v, = —c alors lim u, = —oo
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Démonstration

Démontrons la propriété de gauche. lir}rn u, = +o0 Donc quelque soit le nombre réel A, il existe un rang p tel que
n—->+oo

pour tout n > p l'intervalle [4; +oo[ contienne tous les termes u,,. Donc pour tout n > p,u,, = A.

Par hypothése, a partir d’'un certain rang ny, v, = u,,. Posons n; = max( p,n,). Pour toutn >n, u, > Aetv, > u,
Donc v,, = A. Nous avons donc trouvé un seuil n, tel que pour tout n > n,, l'intervalle [4; +oo[ contienne tous les
termes v,,. C’est la définition de lim v, = 4o

n-+oo

e On considére la suite (u,) définie sur N par u,, = n + n?. Soit v, la suite définie sur N par
v, = n. A partir de n = 0 nous avons u,, = v,. lim v, = 4ocodonc lim u, = 4+
n—+oo n—+oo

2 e On considére la suite (u,) définie sur N par u,, = —n — % Soit v, la suite définie sur N par
v, = —n. A partir de n = 1 nous avons u,, < v,. lirP v, = —oo donc lirp U, = —
n—-+oo n—-+oo
Soit une suite définie sur N par u,, = q" (qQ nombre réel). Dans le cas ou
Propriété e g>1alors e ¢=1alors e —-1<g<1 alors s g =l alors (un)
lim u, = o0 lim u, =1 lim u, =0 r,]a,dmet pas de
n-+oo n-+oo n-+oo limite.

Démonstration

Nous allons démontrer le 1°" cas : Si g > 1 alors lim u,, = oo.

n—-+oo

Si g > 1 alors nous pouvons écrire ¢ =1 + aavec a > 0.q™ = (1 + a)™ Nous avons déja démontré (Inégalité de
Bernouilli) que poura > 0 (1 + a)® = 1 + na.Soit v, = 1 + na. Nous avons u,, = v,. Ora > 0 donc lim v, = .

n—-+oo

D’apres un théoréme de comparaison nous en déduisons que lim u, = oo.
n—+4oo

Theoreme | sgient (u,), (v,) et (w,,) trois suites définies sur N telles que & partir d’un certain rang v, < u,, < w,
des Si lim v, = lim w, = [ (avec | nombre réel) alors lim u, = !
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Exemple 2 | Soitu, = Sinn(") ; —% < Smrfn) < % : les suites (%) et (— %) convergent vers 0. Donc (u,,) converge vers 0




