
 

Arithmétique. Cours 

 

Algorithme d’euclide.  

Remarque  
Avec des grands nombres il peut être fastidieux de trouver des diviseurs communs. On a alors recours à 
l’algorithme d’Euclide.  

Théorème 

 
Soient 𝑎 et 𝑏  deux entiers naturels non nuls tels que 𝑏 ne divise pas 𝑎.  
La suite des divisions euclidiennes suivantes :  
 

𝑎 = 𝑏𝑞0 + 𝑟0 avec 𝑟0 < 𝑏 
𝑏 = 𝑟0𝑞1 + 𝑟1 avec 𝑟1 < 𝑟0 

𝑟0 = 𝑟1𝑞2 + 𝑟2 avec 𝑟2 < 𝑟1 

𝑟1 = 𝑟2𝑞3 + 𝑟3 avec 𝑟3 < 𝑟2 
…. 

𝑟𝑛−2 = 𝑟𝑛−1𝑞𝑛 + 𝑟𝑛 avec 𝑟𝑛 < 𝑟𝑛−1 
 

s’arrête sur un dernier reste nul : 𝑟𝑛. Le dernier reste non nul 𝑟𝑛−1 est le 𝑃𝐺𝐶𝐷 de 𝑎 et de 𝑏 
 

Preuve 

Montrons que 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑏) = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑏, 𝑟0) 

Soit 𝐴  l’ensemble des diviseurs de 𝑎, 𝐵 l’ensemble des diviseurs de 𝐵 et 𝑅 l’ensemble des diviseurs de 𝑟0 

𝑑 ∊  𝐴 ∩  𝐵 ⇒ {
𝑑 | 𝑎 

𝑒𝑡
𝑑 | 𝑏

} ⇒ ∃(𝑘, 𝑘′) 𝑑𝑠 ℕ∗ 𝑡𝑒𝑙𝑠 𝑞𝑢𝑒 {
𝑎 = 𝑘𝑑 

𝑒𝑡
𝑏 = 𝑘′𝑑

}  ⇒ 𝑘𝑑 = 𝑘′𝑑𝑞0 + 𝑟0 ⇒ 𝑑(𝑘 − 𝑞0𝑘′) = 𝑟0 ⇒ 𝑑|𝑅 ⇒ 𝑑 ∊  𝐵 ∩  𝑅 

Donc : 𝐴 ∩  𝐵 ⊂ 𝐵 ∩  𝑅 
Réciproquement :  

𝑑 ∊  𝐵 ∩  𝑅 ⇒ {
𝑑 | 𝑏 

𝑒𝑡
𝑑 | 𝑟0

} ⇒ ∃(𝑘, 𝑘′) 𝑑𝑠 ℕ∗ 𝑡𝑒𝑙𝑠 𝑞𝑢𝑒 {
𝑏 = 𝑘𝑑 

𝑒𝑡
𝑟0 = 𝑘′𝑑

}  ⇒ 𝑎 = 𝑘𝑑𝑞0 + 𝑘′𝑑 ⇒ 𝑎 = 𝑑(𝑘𝑞0 + 𝑘′) ⇒ 𝑑|𝑎 ⇒ 𝑑 ∊  𝐵 ∩  𝐴 

Donc : 𝐵 ∩  𝑅 ⊂  𝐴 ∩  𝐵 
 

La double inclusion réciproque nous amène à 𝑨 ∩  𝑩 = 𝑩 ∩  𝑹.  Ces deux ensembles étants identiques, leur plus grand 

élément l’est aussi. Il vient 𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒂, 𝒃) = 𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒃, 𝒓𝟎) 
 
En reprenant la suite des divisions successives nous avons donc :  

𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒂, 𝒃) =  𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒃, 𝒓𝟎) = 𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒓𝟎, 𝒓𝟏) = 𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒓𝟏, 𝒓𝟐) = ⋯ 𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒓𝒏−𝟏, 𝒓𝒏) (∗) 
 

La suite des ((𝑟𝑝))𝑝∈ℕ est une suite strictement décroissante de ℕ. Elle est donc finie et son dernier élément 𝑟𝑛 est nul.  

(∗) nous amène donc à 𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒂, 𝒃) =  𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒓𝒏−𝟏, 𝒓𝒏) = 𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒓𝒏−𝟏, 𝟎) = 𝒓𝒏−𝟏 
 
Le 𝑃𝐺𝐶𝐷 de 𝑎 et 𝑏 est bien le dernier reste non nul.  

Exemple 

Déterminons le 𝑃𝐺𝐶𝐷 de 1958 et 4539 

4539 = 1958 ∗ 2 + 623 

1958 = 623 ∗ 3 +  89 

623 = 89 ∗ 7 + 0    
 
Il vient 𝑷𝑮𝑪𝑫(𝟒𝟓𝟑𝟗, 𝟏𝟗𝟓𝟖) = 𝑷𝑮𝑪𝑫(𝟏𝟗𝟓𝟖, 𝟔𝟐𝟑) = 𝑷𝑮𝑪𝑫(𝟔𝟐𝟑, 𝟖𝟗) = 𝑷𝑮𝑪𝑫(𝟖𝟗, 𝟎) = 𝟖𝟗 

 


