Matrices. Cours

Application 1 : systéme linéaire

Ay11% + Ay 2X5 + o0 Ay Xy = by

. . . Ay 1X1 +AyXxy + - AypXy, =D
Soit le systéme linéaire suivant { ~ 2171 72272 Znin = T2
Ap1Xy T ApaXy + o Ay Xy = by,

Propriété

aiq Qi - Qin X, by
R o Az1 Gz -« Ay X b

Ce systéme peut s’écrire AX = B avec A = "X = etB=|["2
An1 Qp2 - Oug Xn bn

Dans le cas ol 4 est inversible alors ce systéme admet une solution unique X, = A™'B

Preuve

AX, = AA™1B = B donc X, est solution.
Soit X; une autre solution. AX; = B = X; = A"!B en composant a gauche et a droite par A™!

Soit le systéme {x I; - } Ce systéme peut s’écrire G _11) (;) - (é)

La matrice A = ( ) est inversible car det(4) = 2

Exemple | 4-1
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( ) donc le systeme admet une solution unique
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Application 2 :Suites de matrices.

Soit 4 une matrice de M, (R). Soit B une matrice colonne de M, ; (R)
Soit (Up)peN une suite de matrices colonnes de M, ; (R) telle que U,,, = AU, + B pour tout p

1. Sl existe une matrice X de M, ;(R) telle que AX + B = X
Propriété Alors la suite de matrice (Vp)pEN définie par V, = U, — X
Verifie V,. =AY,

Nous avons alors U,, = A?(U, — X) + X pour tout p

2. Si (Up)pEN est une suite convergente alors sa limite U vérifie U = AU + B

Preuve

1. Soit (Vp)pEN définie par v}, = U, — X
Vor1 =Uppy —X = AU, +B—X.OrAX+B=X=>B—-X=—-AX
Donc V,,4, = AU, — AX = A(U, — X) = AV},
Par une récurrence immédiate on démontre que 1, = APV
Il vient U, — X = AP(U, — X) = U, = AP (U, — X) + X pour tout p

2. Larelation U,,, = AU, + B en faisant tendre p vers +c donne
Jim Upsy = plerM(AUp +B) = plLrPM(AUp) +B=Alim Uy +B U =AU+B
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Soit le systéme de suites défini par a et initialisé par{ —3 }
yn+1=zyn+2 Yo =
1 1
S . Yz xn+1 _ E Z xn 1
Ce systéme de suite peut s’écrire (yn+1) ol P (yn) + (2)
4
1 1 10
x = =\ x x=-x+-y+1 x=—
Résolvons le systeme (y) =? 1 (y) + (%) & [ S } e 3
Exemple U y=,y+2 y=3
L0 0 1 1\ /10
Donc | 3 |verifie| 3 | = (2) E )+ (%)
3 3 4/ \3
Nous pouvons donc appliquer la propriété.
1 1\7? 10 10 1 1\P 10 10 1 1\? 16 10
Y _[2 4 |\ _|[ 3 3 _[2 4 |—2y_( 3 3|_(2 4| 3 3
(yp)_ol(yg)8+8_01(3)8+8_01 1 |7\ s
4 3 3 4 3 3 4 3 3

Application 3 :Transformations du plan

X
y !
Propriété | vecteur U est le point M’ dont les coordonnées <;,> sont données par :

Soit i (Z) un vecteur du plan. Soit M( ) un point du plan. Alors I'image du point M par la translation de

)=G)+()

Exemple Soit 1 (_31) L’image du point M (g) par la translation de vecteur u est M’ (3 N 3) soit M’ (é)

Preuve

Soit M (;) un point du plan. Alors I'image du point M par la translation de vecteur i (Z) est le point M’ dont les

) ! —— (x — "—x = "=x+a
coordonnées (x,) sont telles que MM’ (x, x) —i(Y e {x, X a} o {x, X }
y q y' -y (b) y' —y=b y' =y+b

Soit 6 un angle. L'image d’'un vecteur i (Z) ar la rotation d’angle 6 et de centre O l'origine du repére

Propriété | estle vecteur u (Z:) dont les coordonnées (Z:) sont données par :
(a’) _ (cos 6 —sin 9) (a)
b’ sin® cos® /\b
Preuve

L'image de ?((1)) par cette rotation R est le vecteur cos 07+ sin87

L'image de f((l)) par cette rotation R est le vecteur —sin87 + cos07

Soit U (Z) un vecteur quelconque. R(i) = R(al+ b)) = aR(@) + bR(J) = a(cosOT+sin0O]) + b(—sinO7+ cos07)
R(1) = (acos® —bsin®)7T+ (asin® + bcos6 )7

Les coordonnées de R (i) sont bien (a cos § — bsin 8 ) oit (COS o —sin e) (a)

a sin 0 + bcos 6 sin® cos@ /\b




Considérons la rotation d’angle g rad et de centre 0.
B
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Cette rotation a pour matrice i1
2 2

Exemple ) =1 . .
L’image du vecteur u ( ) par cette rotation est le vecteur de coordonnées L
2
— % —\3
Soit
— B
2
x !
Soit M (y) un point du plan. L’'image de ce point par la rotation d’angle 6 et de centre 0 est le point M’ (;,)
Propriété | tel que
x"\ _ (cos® —sinB\ (X
(y’) B (sine cos 0 )(y)
Preuve
— ey X
Il suffit d’écrire la relation vectorielle entre le vecteur OM’ (;,) et le vecteur OM (y)




