Nombres complexes. Cours

Factorisation de polynémes

g res Soit P un polynéme dont les coefficients sont réels. Soit a un nombre complexe.
Définition i . ; ;
a est appelé racine de P si et seulement si P(a) =0
Théoréeme Soit P un polynéme de degré n. Soit a une racine de P. Alors
P(z) =(z—a)Q(z) avecdegQ <n-—1

Preuve

La preuve se fait en deux temps. Dans un premier temps nous allons nous intéresser a un polynédme P tres particulier
et nous allons démontrer ce théoréme pour ce polyndme en particulier. Dans un deuxiéme temps nous généraliserons
le théoreme a tout polyndme de degré n.
Lemme : Soit P(z) = z" —a™ alors P(z) = (z —a)Q(z) avec degQ <n—1
Nous remarquons au passage que a est une racine évidente de P
Montrons cette propriété par récurrence sur n.
Intialisation : Le cas n = 1 est évident. P(z) = (z — a) = 1 et Q est le polyndme constant valant 1 de degré 0
Hérédité : Supposons la propriété vraie a I'ordre n et montrons la a I'ordre n + 1
Soit P(z) = 2™ —a™?! =z x 2" — a™*?! (%)
Or nous savons d’apres I'hypothése de récurrence que z" —a™ = (z —a)Q(z) avec degQ <n—1
Donc z™" = (z —a)Q(z) + a™
Remplagons z™ par cette expression dans (x). Nous obtenons :
zZW — g™l = z[(z—a)Q(2) +a*] —a" = (z—a) *zQ(2) + za® —a™**' = (z — a) *zQ(2) + a"(z — a)
= (z - a)[zQ(2) + a"]
Or degQ <n — 1 donc le degré du polynéme entre crochets est donc < n. La propriété est donc vraie a I'ordre n + 1 et
le lemme est vrai pour tout n.

Plagons-nous maintenant dans un cas général. Soit P un polyndme de degré n a coefficients réels possédant une
racine a.
P(z) =ay + ayz + -+ a,z" avec ay, a, ... a, réels.

P(a) = ay + a;a + - a,a™. Donc P(z) — P(a) = a,(z — a) + a,(z? — a?) + - a,(z" — a")
Appliquons le Lemme précédent a tous les polyndmes de la forme zP —a? avec 1 <p <n
Nous avons z” —a? = (z — a) Q,(z) avec degQ, <p —1
Il vient P(z) — P(a) = a;(z —a) + ay,(z — a)Q,(2) + a3(z — a)Q5(2) + - a,(z — a)Q,(2)
P(z) — P(a) = (z — a)[a; + a;Q,(2) + a3Qs(2) + -+ a,Qn(2)]
Chaque Q, étant de degreé inférieur ou égal a p — 1, le degré du polynéme entre crochets est donc inférieur ou égal a
n — 1.1l nous reste a remarquer que P(a) = 0 puisque a est racine de P. Donc
P(z) =(z—a)Q(z) avecdegQ <n—1

Exemple Soit P(z) = z3 — 2z + 1. 1 est racine évidente de P. Donc P(z) = (z — 1)Q(z) avec degQ < 2

Théoréme | Soit P un polynéme de degré n = 1 alors P admet au plus n racines distinctes.

Preuve

Par récurrence sur n.

Initialisation : Un polynéme de degré 1 est de la forme P(z) = az + b. |l admet donc au plus 1 racine.
Remarquons qu’un polynéme de degré 2 admet aussi au maximum 2 racines.

Hérédité : Supposons que la propriété soit vraie au rang n : Un polynéme de degré n admet au plus n racines.
Montrons que la propriété est vraie a 'ordre n + 1

Soit Q un polyndbme de degré n + 1. Si Q n’admet pas de racines alors la propriété est vérifiée pour n + 1

Si Q admet une racine, appelons la a. Alors le théoréme précédent nous dit que Q(z) = (z — a)P(2)

Avec deg P < n. Appliquons 'hypothése de récurrence a P. P admet au plus n racines.

Vu la décomposition de Q, les racines de Q sont soit des racines de P soit égales a a.

Q admet donc au plus n + 1 racines. La propriété est vérifiée au rang n + 1. Elle est donc vraie quelque soit n.

Exemple | Soit P(z) = z3 — 2z + 1. P admet au plus 3 racines.




Théoréme

Soit P un polyndme de degré n. Le nombre de solutions de I'équation P(z) = a est inférieur ou égal a n.

Preuve

Soit Q le polynéme défini par Q(z) = P(z) — a. Le nombre de solutions de I'équation P(z) = a est égal au nombre de
racines de I'équation Q(z) = a. degQ = degP. Ce nombre de solutions est donc inférieur ou égal a n




