
 

Nombres complexes . Cours 

 

Racines n-ièmes 

Définition On note 𝕌 l’ensemble des nombres complexes de module 1.  

Exemples 1, 𝑒
𝑖𝜋

3  et 𝑖 sont des éléments de 𝕌 

Propriété Soient 𝑧 et 𝑧′ deux complexes de 𝕌. Alors 𝑧𝑧′ ∈ 𝕌 et 
1

𝑧
∈ 𝕌 

Preuve 

Si |𝑧| = 1 et |𝑧′| = 1 alors |𝑧𝑧′| = |𝑧||𝑧′| = 1. De même |
1

𝑧
| =

|1|

|𝑧|
= 1 

Définition 
Soit 𝑛 ∈ ℕ. On appelle racine 𝑛 −ième de l’unité un nombre complexe 𝑧 tel que 𝑧𝑛 = 1 
On note 𝕌𝑛 l’ensemble des racines 𝑛-ièmes de l’unité. 

Propriété 𝕌𝑛 = {1, 𝑒
2𝑖𝜋

𝑛 , 𝑒
4𝑖𝜋

𝑛 … . 𝑒
2𝑖𝜋𝑘

𝑛 … . 𝑒
2𝑖𝜋(𝑛−1)

𝑛 }. Autrement dit 𝑧 ∈ 𝕌𝑛 ⇔ ∃𝑘 ∈ ℕ, 𝑡𝑞 𝑧 =  𝑒
2𝑖𝜋𝑘

𝑛  avec 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1 

Preuve 

Posons 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃. Remarquons que l’équation polynomiale  𝑧𝑛 = 1 est de degré 𝑛. Elle admet donc au plus 𝑛 solutions.  

𝑧𝑛 = 1 ⇔ 𝑟𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃 = 1𝑒𝑖0 ⇔ {
𝑟𝑛 = 1

𝑒𝑡
𝑛𝜃 = 0 [2𝜋]

} ⇔ {
𝑟 = 1
𝑒𝑡

𝑛𝜃 = 2𝑘𝜋
} ⇔ {

𝑟 = 1
𝑒𝑡

𝜃 =
2𝑘𝜋

𝑛

} ⇔  𝑧 =  𝑒
2𝑖𝜋𝑘

𝑛  avec 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1 

Exemple 

• 𝕌2 = {1,−1} ensemble des solutions de 𝑧2 = 1. 

• 𝕌3 = {1, 𝑒
2𝑖𝜋

3 , 𝑒
4𝑖𝜋

3  } ensemble des solutions de 𝑧3 = 1 aussi. On note aussi  𝑒
2𝑖𝜋

3 = 𝑗, 𝑒
4𝑖𝜋

3 = 𝑗2 

• 𝕌4 = {1, 𝑖, −𝑖, −1 } ensemble des solutions de 𝑧4 = 1 

• ….. 

Remarque 
Les racines 𝑛-ièmes de l’unité sont les sommets 

d’un polygone régulier à 𝑛 côtés, inscrit dans le 
cercle trigonométrique.  

 

 

Argument et géométrie  

Propriété 
Soient 𝐴(𝑧𝐴) et 𝐵(𝑧𝐵) deux points du plan complexe dans un repère orthonormé (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣  ) 

( 𝑢⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = arg (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) [2π] 

Preuve 

Soit un point 𝑀 du plan tel que 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   (∗).  

Nous savons que ( 𝑢⃗ , 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = arg[𝑧𝑀] [2π]. 𝑧𝑀 étant l’affixe du point 𝑀 

Or la relation (∗) transcrite au niveau des affixes nous donne 𝑧𝑀 − 0 = 𝑧𝐵 −
𝑧𝐴 ⇒ 𝑧𝑀 = 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 

Nous avons bien ( 𝑢⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = ( 𝑢⃗ , 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = arg (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) [2π] 

 

Exemple 

Soient les points 𝐴(1 + 2𝑖), 𝐵(2 + 3𝑖) 
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = 3 + 2𝑖 − (1 + 𝑖) = 2 + 𝑖 

Donc  

( 𝑢⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = arg (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) [2π] = arg (1 + 𝑖)

= arg (√2𝑒
𝑖𝜋
4  ) =

𝜋

4
[2𝜋] 

 



Propriété 
Soient 𝐴(𝑧𝐴), 𝐵(𝑧𝐵), 𝐶(𝑧𝐶), 𝐷(𝑧𝐷) quatre points du plan complexe avec 𝐵 ≠ 𝐴 et 𝐷 ≠ 𝐶.  

( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) = arg (
𝑧𝐷 − 𝑧𝐶

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
) [2π] 

Preuve 

( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) = ( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑢⃗ ) + (𝑢⃗ , 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗)[2π] = −(𝑢⃗ , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝑢⃗ , 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗)[2π] = −arg (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) + arg(𝑧𝐷 − 𝑧𝐶) [2π] =  arg (
𝑧𝐷 − 𝑧𝐶

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
) [2π] 

Remarque 

En posant 𝐶 = 𝐴 dans la formule précédente il vient :  

( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = arg (
𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

) [2π] 

Puis en posant 𝐷 = 𝐶 nous avons :  

( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = arg (
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

) [2π] 

Propriétés 

Soient 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 quatre points du plan 

1. 𝐴, 𝐵 et 𝐶 alignés 𝑠𝑠𝑖  

arg (
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

) = 0[𝜋] 

2. (𝐴𝐵) // (𝐶𝐷)  𝑠𝑠𝑖 

arg (
𝑧𝐷 − 𝑧𝐶

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
) = 0[𝜋] 

3. (𝐴𝐵) ⟂(𝐶𝐷) 𝑠𝑠𝑖 

 arg (
𝑧𝐷 − 𝑧𝐶

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
) =

𝜋

2
[𝜋] 

Preuve 

1. Les points 𝐴, 𝐵 et 𝐶 sont alignés 𝑠𝑠𝑖 {
( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0[2𝜋]

𝑜𝑢

( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝜋[2𝜋]

} ⇔ ( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0[𝜋] ⇔ arg (
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
) = 0[𝜋] 

2. (𝐴𝐵)// (𝐶𝐷)  𝑠𝑠𝑖 {
( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0[2𝜋]

𝑜𝑢

( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝜋[2𝜋]

} ⇔ ( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0[𝜋] ⇔ arg (
𝑧𝐷−𝑧𝐶

𝑧𝐵−𝑧𝐴
) = 0[𝜋] 

3. (𝐴𝐵) ⟂(𝐶𝐷)  𝑠𝑠𝑖 {

( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
[2𝜋]

𝑜𝑢

( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

2
[2𝜋]

} ⇔ ( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
[𝜋] ⇔  arg (

𝑧𝐷−𝑧𝐶

𝑧𝐵−𝑧𝐴
) =

𝜋

2
[𝜋] 
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  z
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  z z ′ ∈ 𝕌


   1  z ∈ 𝕌


   | z | = 1


   |   z ′ | = 1


   |   z z ′ | =  | z |  |   z ′ | = 1


   |  1  z | =    | 1 |   | z | = 1


  n ∈ ℕ .  


  n −
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    𝕌  n
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  z ∈   𝕌  n ⇔ ∃ k ∈ ℕ ,   t q   z =     e    2 i 𝜋 k  n


  0 ≤ k ≤ n − 1


  z = r   e  i 𝜃


      z  n = 1


  n .  


  n


    z  n = 1 ⇔     r  n   e  i n 𝜃 = 1   e  i 0 ⇔  {      r  n = 1   e t   n 𝜃 = 0   [ 2 𝜋 ] } ⇔  {    r = 1   e t   n 𝜃 = 2 k 𝜋 } ⇔  {    r = 1   e t   𝜃 =   2 k 𝜋  n } ⇔   z =     e    2 i 𝜋 k  n


  0 ≤ k ≤ n − 1


    𝕌 2 = { 1 ,   − 1 }


    z 2 = 1


    𝕌 3 = { 1 ,     e    2 i 𝜋 3 ,   e    4 i 𝜋 3   }


    z 3 = 1


    e    2 i 𝜋 3 = j ,     e    4 i 𝜋 3 =   j 2


    𝕌 4 = { 1 ,   i , − i ,   − 1   }


    z 4 = 1


  n


  n


  A (   z  A )


  B (   z  B )


  ( O ,     u → ,     v →   )


   (     u → ,     A B → ) =   arg ⁡ ( z  B −   z  A )   [ 2 π ]


  M


    A B → =   O M →


  ( ∗ )


   (     u → ,     O M → ) =  arg ⁡   [   z  M ]  [ 2 π ]


    z  M


  M


  ( ∗ )


    z  M − 0 =   z  B −   z  A ⇒   z  M =   z  B −   z  A


   (     u → ,     A B → ) =  (     u → ,     O M → ) =   arg ⁡ ( z  B −   z  A )   [ 2 π ]


  A  ( 1 + 2 i ) ,   B  ( 2 + 3 i )


    z  B −   z  A = 3 + 2 i −  ( 1 + i ) = 2 + i


   (     u → ,     A B → ) =   arg ⁡ ( z  B −   z  A )   [ 2 π ] = arg ⁡ ( 1 + i ) = arg ⁡ (  2   e    i 𝜋 4   ) =   𝜋 4 [ 2 𝜋 ]


  A  (   z  A ) ,   B  (   z  B ) ,   C  (   z  C ) ,   D  (   z  D )  


  B ≠ A


  D ≠ C


   (     A B → ,     C D → ) = arg ⁡  (     z  D −   z  C    z  B −   z  A ) [ 2 π ]


   (     A B → ,     C D → ) =  (     A B → ,   u → ) +  (   u → ,   C D → )  [ 2 π ] = −  (   u → ,     A B → ) +  (   u → ,   C D → )  [ 2 π ] = −     arg ⁡ ( z  B −   z  A ) ⁡  +  arg ⁡   (   z  D −   z  C )    [ 2 π ] =   arg ⁡  (     z  D −   z  C    z  B −   z  A ) [ 2 π ]


  C = A  


   (     A B → ,     A D → ) = arg ⁡  (     z  D −   z  A    z  B −   z  A ) [ 2 π ]


  D = C


   (     A B → ,     A C → ) = arg ⁡  (     z  C −   z  A    z  B −   z  A ) [ 2 π ]


  A ,   B ,   C ,   D


  A ,   B


  C


  s s i  


   arg ⁡   (     z  C −   z  A    z  B −   z  A ) = 0 [ 𝜋 ]


   ( A B )   / /    ( C D )     s s i


   arg ⁡   (     z  D −   z  C    z  B −   z  A ) = 0 [ 𝜋 ]


   arg ⁡   (     z  D −   z  C    z  B −   z  A ) = 0 [ 𝜋 ]


   ( A B )   ⟂  ( C D )


  s s i


     arg ⁡   (     z  D −   z  C    z  B −   z  A ) =   𝜋 2 [ 𝜋 ]


  A ,   B


  C


  s s i    {      (     A B → ,     A C → ) = 0 [ 2 𝜋 ]    o u     (     A B → ,     A C → ) = 𝜋 [ 2 𝜋 ] } ⇔  (     A B → ,     A C → ) = 0 [ 𝜋 ] ⇔  arg ⁡   (     z  C −   z  A    z  B −   z  A ) = 0 [ 𝜋 ]


   ( A B ) / /    ( C D )     s s i    {      (     A B → ,     C D → ) = 0 [ 2 𝜋 ]    o u     (     A B → ,     C D → ) = 𝜋 [ 2 𝜋 ] } ⇔  (     A B → ,     C D → ) = 0 [ 𝜋 ]     ⇔ arg ⁡   (     z  D −   z  C    z  B −   z  A ) = 0 [ 𝜋 ]


   ( A B )   ⟂  ( C D )     s s i    {      (     A B → ,     C D → ) =   𝜋 2 [ 2 𝜋 ]    o u     (     A B → ,     C D → ) = −   𝜋 2 [ 2 𝜋 ] } ⇔  (     A B → ,     C D → ) =   𝜋 2 [ 𝜋 ] ⇔    arg ⁡   (     z  D −   z  C    z  B −   z  A ) =   𝜋 2 [ 𝜋 ]


   ( A B )   ⟂  ( C D )     s s i    {      (     A B → ,     C D → ) =   𝜋 2 [ 2 𝜋 ]    o u     (     A B → ,     C D → ) = −   𝜋 2 [ 2 𝜋 ] } ⇔  (     A B → ,     C D → ) =   𝜋 2 [ 𝜋 ] ⇔    arg ⁡   (     z  D −   z  C    z  B −   z  A ) =   𝜋 2 [ 𝜋 ]

