Nombres complexes . Cours

Racines n-iemes

Définition On note U I'ensemble des nombres complexes de module 1.

Exemples 1,e3 et i sont des éléments de U

Propriété Soient z et z’ deux complexes de U. Alors zz' € U et i eEU

Preuve

Silz| = 1et|z'| = 1alors |zz'| = |z||z’| = 1. De méme |§| = % -

Soit n € N. On appelle racine n —iéme de I'unité un nombre complexe z tel que z™" =1

Définition ) . - R
On note U,, 'ensemble des racines n-iémes de l'unité.

2im 4w 2imk 2in(n—-1) 2imk

Proprieté |y —(1en,en ...en ...e n ). Autrementditze U, © 3k €N tqz= e n avecO<k<n-—1

Preuve

Posons z = re’?. Remarquons que I'équation polynomiale z" = 1 est de degré n. Elle admet donc au plus n solutions.

) . T'n=1 r=1 r=1 2ink
=1 rte® =10 o et = et S et S z=en avec0<k<n-1

n0=002n]) (no=2kr g =2z

n

e U, ={1,—1} ensemble des solutions de z? = 1.
2im 4im 2im 4im
Exemple e U;={1,e3,e3 }ensemble des solutions de z> = 1 aussi. On note aussi e3 =j,e3 =2
e U, =1{1,i,—i,—1} ensemble des solutions de z* = 1
O toooo
A A
n=2 n=73 n =4
Les racines n-iémes de I'unité sont les sommets /\ /FQ
Remarque | d’un polygone régulier a n cotés, inscrit dans le >
cercle trigonomeétrique. KJ \l(ﬂ
Argument et géométrie
s Soient A(z,) et B(zp) deux points du plan complexe dans un repére orthonormé (0,4, 7 )
Propriété JR
(u,AB) =arg (zz — zy) [27]
Preuve
.'I.
Soit un point M du plan tel que 4B = oM (*). | _xB(zp)
Nous savons que (&, OM) = arg[zy] [2]. zy, étant I'affixe du point M B M{zu)
Or la relation (*) transcrite au niveau des affixes nous donne z, — 0 = z; — : 1
Zy = Zy =Zg — Zy by LatlCTIR 24 “OM = AB
Nous avons bien (%, 4B) = (%, OM) = arg (z5 — z,) [27] , ! (arg(zn)
- m jmeat] ®
, B
Soient les points A(1 + 2i), B(2 + 3i) /
ZB_ZA=3+2i_(1+l)=2+i 2 -

Donc
(4, E) =arg (zg — zy) [2m] = arg (1 + i) "

= arg (\/Eeifn) = %[271] i

Exemple




Soient A(z,), B(zg), C(z.), D(zp) quatre points du plan complexe avec B + AetD # C.

sii. NN Zp — Z
Propriété (AB,CD) — arg ( D c) [27]
ZB - ZA
Preuve
—_— —_— — — —_— Zp — Z
(AB,cD) = (AB,4) + (i, CD)[2n] = —(4,AB) + (4, CD)[2n] = —arg (z5 — z4) + arg(zp — z¢) [27] = arg (ZD ZC) [2m]
B~ 4A
En posant C = A dans la formule précédente il vient :
_ Zp — Z,
(4B, AD) = arg (ZD ZA> [27]
B — 4A
REITETETE Puis en posant D = C nous avons :
—_—— —Z
(4B, AC) = arg <ZC A) (2]
ZB -
Soient 4, B, C, D quatre points du plan
Propriétés 1. A,BZet_CZaIignés ssi 2. (Ali) /_/;CD) ssi 3. (AL;) J;(gD) 551;'
arg( ¢ A) = 0[] arg( D C) = 0[r] arg (u> = —[r]
ZB_ZA ZB_ZA ZB_ZA 2
Preuve
(AB,AC) = 0[2n] o
1. Les points 4, B et C sont alignés ssi ou & (AB,AC) = 0[n] & arg (%) = 0[n]

(ﬁ,ﬁ) = [ 27]
(4B,CD) = 0[2n]
2. (4AB)// (CD) ssi ou & (4B, CD) = 0[r] © arg (2=%) = 0[r]
(ﬁ,ﬁ) = [27] B
(4B, CD) = 3 [2n]
3. (AB) L(CD) ssi ou & (4B, D) =g[n] & arg (%) - g[ﬂ]
(4B,CD) = —7[2n] o
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   ( A B )   / /    ( C D )     s s i
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