
 

Matrices. Cours 

 

Inverse de matrices 

Propriété  

Soit 𝐴 une matrice quelconque de ℳ𝑛,𝑝(ℝ) 

Soit 𝐵 une matrice quelconque de ℳ𝑚,𝑛(ℝ) 

 
Il existe une matrice de ℳ𝑛(ℝ) que nous noterons 𝐼𝑛 telle que 𝑨𝑰𝒏 = 𝑨 

Cette matrice vérifie aussi 𝑩𝑰𝒏 = 𝑩 
 
𝐼𝑛 est une matrice carré de taille 𝑛  dont les coefficients sont égaux à 1 sur la diagonale principale et 0 
sinon.  

Exemple 

Soit 𝐴 = (
−1 −3
2 4
3 5

) et 𝐵 = (
−1 2 3
−4 5 6

). 𝐼2 = (
1 0
0 1

) 

𝐴𝐼2 = (
−1 ∗ 1 + (−3) ∗ 0 −1 ∗ 0 + (−3) ∗ 1

2 ∗ 1 + 4 ∗ 0 2 ∗ 0 + 4 ∗ 1
3 ∗ 1 + 5 ∗ 0 3 ∗ 0 + 5 ∗ 1

) = (
−1 −3
2 4
3 5

) = 𝐴 

𝐼2𝐵 = (
1 ∗ (−1) + 0 ∗ (−4) 1 ∗ 2 + 0 ∗ 5 1 ∗ 3 + 0 ∗ 6

0 ∗ (−1) + 1 ∗ (−4) 0 ∗ 2 + 1 ∗ 5 0 ∗ 3 + 1 ∗ 6
) = (

−1 2 3
−4 5 6

) = 𝐵 

 

Bien entendu 𝐼3 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)  , 𝐼4 = (

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

) …… 

Définition 
Une matrice 𝐴 de ℳ𝑛(ℝ) est dite inversible lorsqu’il existe une autre matrice racine 𝐵 de ℳ𝑛(ℝ) telle 

que 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼𝑛. Cette matrice 𝐵 qui est unique est appelée l’inverse de 𝐴 et est notée 𝐴−1 

Exemple 

Soit 𝐴 = (
0 1 2
1 1 2
0 2 3

) alors 𝐴−1 = (
−1 1 0
−3 0 2
2 0 −1

).  

 

En effet 𝐴𝐴−1 = (
0 1 2
1 1 2
0 2 3

) (
−1 1 0
−3 0 2
2 0 −1

) = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)  

 

Et  𝐴−1𝐴 = (
−1 1 0
−3 0 2
2 0 −1

) (
0 1 2
1 1 2
0 2 3

) = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

). Nous en déduisons que 𝐴−1 = (
−1 1 0
−3 0 2
2 0 −1

) 

Preuve de l’unicité de l’inverse 

Soit 𝐴 de ℳ𝑛(ℝ).  Supposons qu’il existe deux matrices 𝐵 et 𝐶 de ℳ𝑛(ℝ) telles que :  

𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐴𝐶 = 𝐶𝐴 = 𝐼𝑛 
 

Nous avons 𝐵 = 𝐵𝐼𝑛 = 𝐵𝐴𝐵 = 𝐵𝐴𝐶 = 𝐶. L’inverse d’une matrice est donc unique.  

Définition 
Soit 𝐴 = (

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) une matrice de ℳ2(ℝ). On appelle déterminant de 𝐴 et on note det(𝐴) le nombre 𝑎𝑑 −

𝑏𝑐.  

det(𝐴) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 

Propriété 
Soit 𝐴 = (

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) une matrice de ℳ2(ℝ). 𝐴 est inversible 𝑠𝑠𝑖 det(𝐴) ≠ 0 

On a alors 𝐴−1 =
1

det(𝐴)
(

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

) 



Preuve 

Dans le cas où det(𝐴) ≠ 0 il n’est pas difficile en posant 𝐴−1 =
1

det(𝐴)
(

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

) de vérifier que 𝐴𝐴−1 = 𝐴−1𝐴 = 𝐼2 

Par contre dans le cas où 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐,  trouver une matrice 𝐵 = (
𝑥 𝑦
𝑧 𝑡

) telle que 𝐴𝐵 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) (
𝑥 𝑦
𝑧 𝑡

) = 𝐼2 

Revient à résoudre le système {
𝑎𝑥 + 𝑏𝑧 = 1 (1) 𝑎𝑦 + 𝑏𝑡 = 0(3)
𝑐𝑥 + 𝑑𝑧 = 0(2) 𝑐𝑦 + 𝑑𝑡 = 1(4)

} 

 
Multiplions (2) par 𝑎 il vient 𝑎𝑐𝑥 + 𝑎𝑑𝑧 = 0 ⇒ 𝑎𝑐𝑥 + 𝑏𝑐𝑧 = 0 ⇒ 𝑐(𝑎𝑥 + 𝑏𝑧) = 0 ⇒  𝑐 = 0 𝑜𝑢 𝑎𝑥 + 𝑏𝑧 = 0 

Nous savons que 𝑎𝑥 + 𝑏𝑧 = 1 donc 𝑐 = 0. Le système devient {
𝑎𝑥 + 𝑏𝑧 = 1 (1) 𝑎𝑦 + 𝑏𝑡 = 0(3)

𝑑𝑧 = 0(2) 𝑑𝑡 = 1(4)
} 

 
𝑑𝑡 = 1 nous renseigne sur le fait que ni 𝑑 ni 𝑡 sont nuls. Par contre 𝑑𝑧 = 0 ⇒ 𝑧 = 0 

Le système devient  {
𝑎𝑥 = 1 (1) 𝑎𝑦 + 𝑏𝑡 = 0(3)
𝑑𝑧 = 0(2) 𝑑𝑡 = 1(4)

} 

 
𝑎𝑑 = 𝑏𝑐 = 0 nous dit que 𝑎 = 0 ou 𝑑 = 0 mais (1) nous dit que 𝑎 est non nul et (4) nous dit que 𝑑 est non nul.  

Nous sommes donc arrivés à une contradiction. Il est impossible de trouver 𝐵 telle que 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼2 

Exemple 
Soit 𝐴 = (

1 −1
1 1

). Nous remarquons que det(𝐴) = 1 ∗ 1 − 1 ∗ (−1) = 2 

Donc 𝐴 est inversible. Son inverse 𝐴−1 =
1

2
(

1 1
−1 1

) 

Définition Soit 𝐴 une matrice de ℳ𝑛(ℝ). Alors 𝐴𝑛 = 𝐴 ∗ 𝐴 ∗ … 𝐴 (𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠) 
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  𝑨   𝑰  𝒏 = 𝑨


  𝑩   𝑰  𝒏 = 𝑩
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  A =  (    − 1  − 3   2  4   3  5 )


  B =  (    − 1  2  3   − 4  5  6 )


    I 2 =  (    1  0   0  1 )


  A   I 2 =  (    − 1 ∗ 1 +  ( − 3 ) ∗ 0  − 1 ∗ 0 +  ( − 3 ) ∗ 1   2 ∗ 1 + 4 ∗ 0  2 ∗ 0 + 4 ∗ 1   3 ∗ 1 + 5 ∗ 0  3 ∗ 0 + 5 ∗ 1 ) =  (    − 1  − 3   2  4   3  5 ) = A


    I 2 B =  (    1 ∗  ( − 1 ) + 0 ∗ ( − 4 )  1 ∗ 2 + 0 ∗ 5  1 ∗ 3 + 0 ∗ 6   0 ∗  ( − 1 ) + 1 ∗ ( − 4 )  0 ∗ 2 + 1 ∗ 5  0 ∗ 3 + 1 ∗ 6 ) =  (    − 1  2  3   − 4  5  6 ) = B
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