Matrices. Cours

Matrices d’adjacence

Soit G un graphe (orienté ou non) d’ordre p de sommets sy, s, ....s,

Il est possible d’associer a G une matrice M carré de taille p composée de coefficients ((mi,j))lsisp
Définitions 1sjsp
Tels que m; ; est le nombre d'arétes ou d'arcs reliant le sommet s; avec le sommet s;.

Cette matrice est appelée matrice d’adjacence associée a G.

En appelant s, s,, ... s¢ sommets A,B,C,D,E, F
Nous obtenons la matrice d’adjacence :
A BCDEF
Al T 1T00120
Exemple Bl OOO1O00O0
y=Cl 100000
Dl 0 00 00O
E{O0OO0O1T 101
F{LO 00001
Nombre de chemins de longueur n :
e Soit G un graphe orienté d’ordre p dont les sommets sont sy, s; ....s,.
Théorsme  Soit M sa matrice d’adjacence de taille p. M = ((m;;))1<;

° Notons M™ = ((mi,j(n)))lsi

Alors mi,j(") représente le nombre de chemins de longueur n entre s; et s;

Preuve

Par récurrence sur n la longueur du chemin.
Soit P(n) I'hypothése de récurrence : mi‘j(") représente le nombre de chemins de longueur n entre s; et s;

Initialisation: n =1
M est la matrice d’adjacence de G donc mi_j(l) soit m; ; représente le nombre de chemins de longueur 1 entre s; et s;.
Hérédité :
Supposons que mi,j(n) représente le nombre de chemins de longueur n entre s; et s;
Mn+1 =M"'"sxM

Donc mi_j(”ﬂ) = minl(n)ml‘j + miuz(n)mz‘j + .- mi__p(”)mp‘j (*)

Or le nombre de chemin de longueur n + 1 entre s; et s; est égal :

e au nombre de chemins de longueur n entre s; et s; multiplié par le nombre de chemins de longueur 1 entre s;

et s; auquel il faut rajouter :

e le nombre de chemins de longueur n entre s; et s, multiplié par le nombre de chemins de longueur 1 entre s, et
SE e auquel il faut rajouter le :
le nombre de chemins de longueur n entre s; et s, multiplié par le nombre de chemins de longueur 1 entre s,, et
Sj.
Ce calcul est exactement I'expression écrite en (*), On en déduit que le nombre de chemins de longueur n + 1 entre s;
et s; est bien m; ;)

Conclusion :
L’hypothése de récurrence est vérifiée quelque soit n.
Nous avons donc : mi,j(") représente le nombre de chemins de longueur n entre s; et s; quelque soit n.
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,il y a donc, par exemple, 3 chemins de longueur 5 reliant Ca F.
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