Nombres complexes. Cours

Opérations dans C

On munit € d’'une addition et d’'une multiplication définies ainsi :
Soientz=a+ibetz' =c+id.

Ces deux opérations possédent les mémes propriétés que I'addition et la multiplication dans R
Preuve
z+z' =(a+ib)+ (c+id)=a+ib+c+id=a+c+ib+id zz' = (a + ib)(c + id) = ac + iad + ibc + bdi?
=a+c+i(b+d) =ac — bd + i(bc + ad)

Posons z=3+4i etz' = -2+ 2i
Exemple |z+z' =3+4+4i+(-2)+2i=1+6i
zz' = (3+4i)(-2+2i))=—-6+6i—8i—8=—-14—2i

g g L’'opposé d’un nombre complexe z noté —z est le nombre complexe tel que {
Définition PP P P q
Enrésumésiz=a+ibalors —z=—a—ib

R(—2) = —R(2)
I(—2z) = -9(2)

}

Exemple | Siz=-2+2ialors —z=2-2i

Deﬂ::tlon Soit z un nombre complexe non nul. z = a + ib
‘iz Alors il existe un complexe z' tel que zz' = 1
propriété
Preuve
Le complexe z' = %a = 21 > b convient trés bien.
a“+b a“+b
b . 1 .1 1 . _
En effet zz' = (a + ib) ( — =l b) = o (a? + b? +i(ab — ba)) = 1
Pour trouver I'inverse d’'un nombre complexe on utilise la méthode de I'expression conjuguée :
Méthode 1 (a —ib) (a—ib)  (a—ib)

a+ib  (a+ib)(a—ib) (a—(ib)?) aZ+ b2

q 5 1 1 3—4i 3—4i 1 5
Exemple |Siz=3+4ialors-=—=—-—-=>""=—(3—4i)
z 3+41 34+4 25 25

Diviser par un nombre complexe c’est multiplier par son inverse.
Définition z 1
; = Z % (;)

Soitz=—-2+2ietz =3+4i

_ —2+2i

Exemple 1
P Alors ZZ—, =

3+4i 3+4i

] . 1 . 1 . . 1 .
—(—2+21)*(—)=(—2+21)*£(3—41)=£(—6+81+6l+8)=£(2+144)





  z = a + i b


    z ′ = c + i d


  z +   z ′ =  ( a + c ) + i ( c + d )


  z   z ′ =  ( a + i b )  ( c + i d )


  z   z ′ = a c − b d + i ( b c + a d )


  z   z ′ = a c − b d + i ( b c + a d )


  ℝ


  z +   z ′ =  ( a + i b ) +    ( c + i d ) = a + i b + c + i d = a + c + i b + i d = a + c + i ( b + d )


  z   z ′ =  ( a + i b )  ( c + i d ) = a c + i a d + i b c + b d   i 2 = a c − b d + i ( b c + a d )


  z = 3 + 4 i  


    z ′ = − 2 + 2 i


  z +   z ′ = 3 + 4 i +  ( − 2 ) + 2 i = 1 + 6 i


  z   z ′ =  ( 3 + 4 i )  ( − 2 + 2 i ) = − 6 + 6 i − 8 i − 8 = − 14 − 2 i


  z   z ′ =  ( 3 + 4 i )  ( − 2 + 2 i ) = − 6 + 6 i − 8 i − 8 = − 14 − 2 i


  z  


  − z


   {    ℜ  ( − z ) = − ℜ  ( z )   ℐ  ( − z ) = − ℐ  ( z ) }


  z = a + i b


  − z = − a − i b


  z = − 2 + 2 i


  − z = 2 − 2 i


  z


  z = a + i b


  z ′


  z   z ′ = 1


    z ′ =  1    a 2 +   b 2 a − i  1    a 2 +   b 2 b


  z   z ′ =  ( a + i b )  (    1    a 2 +   b 2 a − i  1    a 2 +   b 2 b ) =  1    a 2 +   b 2  (   a 2 +   b 2 + i  ( a b − b a ) ) = 1


   1  a + i b =    ( a − i b )   ( a + i b )  ( a − i b ) =    ( a − i b )   (   a 2 −    ( i b ) 2 ) =    ( a − i b )    a 2 +   b 2


  z = 3 + 4 i


   1  z =  1  3 + 4 i =   3 − 4 i   3 2 +  4 2 =   3 − 4 i 25 =  1 25 ( 3 − 4 i )


    z    z ′ = z ∗ (  1    z ′ )


  z = − 2 + 2 i


    z ′ = 3 + 4 i


    z    z ′ =   − 2 + 2 i  3 + 4 i =  ( − 2 + 2 i ) ∗  (  1  3 + 4 i ) =  ( − 2 + 2 i ) ∗  1 25  ( 3 − 4 i ) =  1 25  ( − 6 + 8 i + 6 i + 8 ) =  1 25 ( 2 + 14 i )

